™

.
TN

e f
PRI o

x,7. Symboly dz, dy na pravych stranich ukazuji, .podle které proménné zrovna
integrujeme®. V prvnim piipadé tedy funkci f(z,y) integrujeme nejdfive podle y
pfi pevném, ale libovolném z € M, pies piislufnou mnozinu M(z,-) a vysledky
téchto integraci pak zintegrujeme podle z pres primét M. mnoziny M do RP.

Podobné lze samoziejmé popsat dvojnasobnou integraci i ve druhém piipadé;
vyméni se jen = a y.

POZOR VSAK! Pro platnost rovnosti (122,) a (122;) je (v obou pfipadech)
podstatné, Ze existuje integrdl vlevo; existence integrédlii vpravo nestaci!

Piiklad 19.6. Polozme
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(123) fla,y) =

a vypoditejme oba dvojnisobné integrily pres otevieny étverec M := (0,1) x (0, 1).
Snadno zjistime, ze

L 1 : 1
124 z,y)dy = —— 4 lr = ——;
(124) ﬁ fzy)dy= 173 Lf(—r,y)f:c F

z toho je patrné, ze

(125) /01 (fulf(:c,y)dy)dm u /01 (fﬂlf(:u,y)dm)dy_—- I

Protoze dvojndsobné integrily magji rizné hodnoty, dvojny integrdl neexistuje.

Tento velice jednoduchy pfiklad (v némz je integrand racionalni funkce dvou
proménnych, spojitd v integraénim oboru) by proto mél byt diiraznym varovinim —
predpoklady aplikovanych vét se vyplaci ovéfovat!!?) ,Prakticky“ je ovéem tfeba
d4t pozor jen na integraci funkei ménicich znaménko, protoze integral z méfitelné
nezaporné (resp. nekladné) funkce pfes méfitelnou mnozinu existuje vzdy.

Cviteni 19.17. Dokazte (pfimym vypoétem), ze dvojny integral z predchézejiciho
pfikladu neexistuje proto, Ze integrand je v otevieném trojihelniku s vrcholy (0,0),
(1,0), (1,1) kladny, pficemz pfislusny integrél je roven +o0o, zatimco integral pres
otevieny trojithelnik s vreholy (0,0), (0,1), (1,1), v némz je integrand zaporny, je
roven —oc. (Dasledek: [, f* = [, f~ = +o0.)

19y Vzpominam si, ze kdysi davno skupina vysokoskolskych uéitel, uctivaéa (bezduchého)
kalkulu, diskutovala o otdzce, ¢emu #e se vlastné v tomto pfipadé rovna integral funkce f pres M :
Prynimu, nebo druhému vysledku ze (125), nebo snad jejich aritmetickému priméru? Nezbyva ne
doufat, Ze se podobné ,problémy® jiz na vysokych &kolach nefesi. V soucasné dobé je viak tieba
ddt pozor pii integraci pomoci poditadovijch programii, protoze napf. dvojna integrace se v nich
nahrazuje dvojndsobnou; omezime-li se tedy napf. na prvni z integrald (125), ujde ndm, Ze druhy
se mu nerovna, a nezjistime, ze dvojny integral viibec neexistuje. Je to oviem jesté daleko horsi:
Ani kdy# se oba dvojndsobné integrily néjaké funkce rovnaji 0, neplyne z toho ezistence integrdlu
dvojného! (Sta& zvolit funkei f(x, y) - sgn T misto funkee (123) a integrovat pres (—1,1) x (0,1).)
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