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Teorie

Postup výpočtu
∫
M f(x) dx

1. volba substituce

2. výpočet Jϕ

3. určeńı φ−1(M)

4. ověřeńı předpoklad̊u vět (Fubinka a
regularita)

5. výpočet integrálu
∫
ϕ−1(M) f(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt

Př́ıklady

1.

∫
M
z dλ,

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z2 ≤ 1, z > 0}
kužel, cylindrické

2.

∫
M

√
x2 + y2 dλ,

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z ≤ 1}
parabolický kužel

3.

∫
M

(x2 + y2)z dλ,

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ z2, z ≥ 0}
kužel v kouli, sférické

4.

∫
M

(x4 + y4)z dλ,

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 4}
válec v kouli, válcové

5. Spočtěte objem tělesa (anuloid - torus) ohraničeného plochou: M := {[x, y, z] ∈
R3; (

√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2}, 0 < b < a.

donut

6. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤
16;x2 + y2 ≤ 4y}
Vivianiho okénko, cylindrické
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7.

∫
M
x2 + y2 + z2 dλ,

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 2az, x2 + y2 ≤ 3z2}, a > 0

kornout se zmrzlinou, sférické

8. Spočtěte mı́ru mny M , kde M = {[x, y, z] ∈ R3;−1 < x < 1, z > 0, y2 + z2 ≤ 1}
položený válec

9.

∫
M
z dλ,

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 0 ≤ z ≤ 4− 2
√
x2 + y2}

kužel na podlaze

10. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy: M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z2, 1 ≤
x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0}
muffin, sférické

11. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy: M := {[x, y, z] ∈ R3;
√
x2 + y2 ≤ z ≤

6− (x2 + y2)}
trochu jiný kornout se zmrzlinou

Nové př́ıklady

12. Spočtěte mı́ru množiny: z
√
x2 + y2 < 2;

√
x2 + y2 < z + 1; z > 0.

13.

∫
M

x

x2 + y2
dλ, kde M je 0 < xz < x2 + y2 < 1, z > 0.

14.

∫
M
x2 + y2 + z2 dλ, kde M je

x2 + y2

2
< z <

√
3− (x2 + y2).

15. Spočtěte mı́ru množiny: x2 + y2 < 2− z; x2 + y2 + z2 < 2z.

16. Spočtěte mı́ru množiny: 8x2 + 2y2 < z < 4− 8x2 − 2y2.
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