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1.4 Dvojny integrdl na mdfitelné mnoZiné 21

(%

]

0 T T
PHimym vypodtem zjistime, Ze

cost —rsint

: = rcos®t + rsin?t = .
sint  rcoost

Jirt) =
Poznamka 1.35. Tuto substituci lze zpravidla s tspéchem aplikovat v pfipadech,
%e hranice mnoZiny M. pfes kterou integrujeme, obsahuje ¢dsti kruznic. Vhodnost
této substituce viak také zévisi na integrované funkei.

Piiklad 1.36. Vypodtéte integrdl I = [[ zdz dy, kde @
M

M — {(:f;._y)élR?: r20Ay20A1 g::;2+y2§4}.

lteseni. Mnozina M je ¢tvrtina mezikruzi se stfedem v pocatku a s poloméry 1 a 2.

—

\ x =1rcost,
e Dl

Pokusime se tedy mnozinu M popsat v téchto novych souradnicich. Vzhledem ke
geometrickému vyznamu proménné ¢t snadno dostaneme prvni omezeni 0 = ¢ =
< %. Nyni si predstavime, Ze dhel ¢ je zafixovin a zkoumejme, jak se miZe ménit 7
(vzdalenost od poéitku). Z obrazku vidime, ze¢ 1 £ 7 £ 2. Proto plati

M:{(rmz,?-snn)ea‘*; ogzgg A l§r§2}. (1.2)
Polozme
Q’Tn‘. = (U +OO) b (_:‘T: ﬂ)
a

s
I
—,
‘::;:
m
5
2,
=
fIA
.
A
e
>
[
IA
5
A
%]
LS



22

Dvojny inicgrdl

(]

M, ri

0 z I
: 2

[Véta [.30 (s vyuZitim pozndmky 1.33) ddva

= 2 %
f(/? cost- J(r.t) dr dtz/ r (‘()Hf(l?")
1

] r 0

2‘f’d:r : costdf\
-(/ / )

| R
bic

Poznamka 1.37. Pokud bychom omezeni (!.2) nedokdzali sestavit na zaklade ob-
razku, muscli bychom ho ziskat vypoétem - a to tak. Ze transformacni vztahy

r32 = 7
— | lsint]} = —.
] lentd =

T —=rcost, y=rsint

dosadime do nerovnosti, jimiz je mnozina M zadand. Ptitom prihlédneme k tomu.
fer20ate (—mm).

V nasSem pripadé bychom dostali

recost 20, rsint20 a 135 r%cos’tt r¥sin®t S 4.

v

r

Z posledni podminky (a r 2 0) ziskdme 1 £ r £ 2 a z prvnich dvou poté dostancme
cost 2 0 a sint 2 0, odkud (vzhledem k t € (—m. 7)) plyne. Ze ¢ lezi v prvnim
kvadrantu, tj. 0S¢ = 3.

Piiklad 1.38. Vypodététe integral [ = U Gy dz dy, kde

Mz{(x:y)ele y< 22 Az < a? +y2<dr}\{0{})}

S5

Reseni
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kiivkou stadi poéitat obsah pouze té édsti M, kterd lezi v prvonim kvadrantu a
virsledek ndsobit ¢tyfmi. Pro vypocet integralu pouZzijeme substituci do poldrnich
soufadnic. Dosazenim (4) do nerovnice uréujici M dostaneme

0< (& +y")’ <2’ =9,
0 < r* < r*(cos? ¢ — sin® @),

(7 0 < r < y/cos? ¢ —sin® ¢ = 1/cos 2¢.

7 podminky (7) dostavéme 0 < 7 < y/cos2¢ a dile

T 3T om

20 >0, tj. ol Bops B0
(®) c0s2620, 4. ¢€ (-5 DU
Podle predpokladu poéitame obsah pouze € Casti M, pro kterou jez > 0ay >0,
t].

cosp > 0Asing>0=¢€ (O,%).
Spolu s (8) tedy dostévame ¢ € (0, 7). Potom

/4 [ Jcos2p 'n'f.‘l
p(M):fdA:fl/ / rdr d¢=2/c052qﬁdq‘)=1.
M 0 0 0

Priklad 1.27. Vypocitejme dvojny integrdl
@ f (2% +97) d4,
} M
1}.

Reseni: Protoze v tomto p¥ipads je mnozina M ohranifend elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouzit substituci pomoci zobecnénych polarnich soufadnic

(9) r=arcos¢, y=>brsing aJJ = abr, |

V zobrazeni (9) (uvafovaném na mnoziné (0,+00) x (0, 2m)) mé elipsa
z%/a® + y?/b? = 1 rovnici r = 1.
Pfi vypoctu integralu opét staci, budeme-li integrovat pouze pies ¢ast M, kterd
le{ v prvnim kvadrantu. Pouzitim substituce (9), kde a =3, b =2, tj.
e e
[ z=23rcose, y=2rsing aJ=F6r, T
. e —————

A

i_kde M={(:1;,y) cR?: ;;+3§

a dosazenim do M (za podminky z > 0, y > 0) dostaneme

0<r<l, 0<¢¢<

2| 3



\
\
L

_r/ i
i 1
/ .
(r i
A
B 2 171
\\\ -H
. .
\\‘ A
]
Obr. 11
L‘
Odtud
/2 1

I

w(M) = / (a® +y*) dA / / (9r* cos 2¢ 4 4r’sin® ¢) 6rdr | do =
M 0
17/2

- /rwm

Priklad 1.28. Vypodcitejme obsah édsti kuZelové plochy z = Vx2 + 42, kterou z ni
vytne parabolicky vdlec z* = 2z (Obr. 12).

Reseni: Vime, Ze pro obsah S plochy P, které je &Asti grafu funkce 2z = flz,y),
(,y) € M plati

(10) S= /\/1-1- af (Qi> dA.

V nasem pripadé je plocha &asti grafu funkce f(z,y) = /2? + y*. Hranici mno-
Jiny M najdeme jako (pravoiihly) primét priniku ploch z = /2% +y% a 2% w= I

do roviny z =0
V2z =22+ 3%, tj, #:+y* =22, 2=0.

M= {(z.y) eR*: (v - 12+ <1},
Mnozina M je tedy kruh se stfedem v bodé (1,0) a polomérem 1. Dile je

of(z,y) _ T of(x,y) Y

or 22+ y? dy VIt +y?

Je tedy







(Z/

22 Dvojny intcgral

(=]

My

0

il

Bta 1 30 (s vyuZitim poznimky 1.33) diva

=

2 2 3 2
/ /J’ cosl- J(r. t) dr dtz/ /?Zcost(lr di =
1 v M1

] r

Poznamka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokdzali sestavit na zikladé ob-
razku, muscli bychom ho ziskat vypoctem ~ a to tak. Zc transformacni vztahy

T —=rcost, y=rsint

dosadime do nerovnosti, jimiz je mnozina M zadand. PFitom ptihlédneme k tomu,
zer=20até€ (—mm).

V naSem piipad¢ bychom dostali

reost 20, rsint20 a 1S rcos’ttr?sin®t S4.

v_
i

Z posledni podminky (a r 2 0) ziskdme 1 £ r £ 2 a z prvnich dvou poté dostancme
cost 2 0 a sint 2 0, odkud (vzhledem k ¢ € (—m.«)) plyne. Ze t leZi v prvnim
kvadrantu, tj. 0S¢ < 3.

r @ Priklad 1.38. Vypodtéte integral [ = U B ,),_ dz dy, kde

M={(:-:,y)elR2 —V“',"—_g y<2r A z<2? +y2<dr}\{([}.{})}.

Reseni



1.4 Dvojny integrdl na mdfitelné mnoZiné 23

Provedeme transformaci do poldrnich soufadnic. Protoze pro kazdé (z.y) € M plati

> 0ay>0,zcvztahit z = reost. y = rsint (ar 2 0, ¢ € (0.27)) plyne t € (0, %)
ar > 0. Z podminky % < y £ 2x plyne

rcost

V3

< rsint £ 2rcost,

odkud

A

tet

A
o

&l

tj. t € (%, arctg2). Podobné. z podminky = £ 2 + y* £ 3z obdrzime

reost < r?cos’t 4+ r?sin’t < 3rcost,
,.Z

co7 dava nerovnost cost S 1 S 3cost.

Polozme

Q= (0,-+00) % (0.27)

My = {(r.t) e R?: t € (F,arctg2) A cost S 7 < 3cost} .

; r = 3cost
- e
H -
L
r = cost
1 baottod B S




Dvaojny integral

Podle véty 1.30 a Fubiniovy véty 1.22 mame

arclg? |, Bcosi arctg? | deost 1
1
= —.rdr | di = / —dr} dt =
! _[ ( / (r?cos?t + r?sin®t)? rarype / ( 3
z cost % cosl
arctg 2 i arcig 2 arctg 2
EERE 1/ 1 1 41
o= e dt= — | - — ] dt = —--—Tdt:
. o N, 2\ 0¢cos?t cos?t 9 cos?t
¥ H 3
4 arcig 2 4 77) 4 ( ‘\/§ 8 4\/§
= — |tells = - ArcLy —_—tg— )= (2~ - == e
o 1™ = 5 (tstarcis?) ~teg) = g 35)°9
T — A

Domadci cvicdeni 1.39. Pokuste s¢ na omezeni

z pfredchoziho prikladu pfijit pouze na zakladé geometrické ivahy.

1.4.4 Substituce do zobecnénych polarnich souradnic
Tentokrat uvaZujme substituci

T =a- Tcost,

y = b rsint,

kde a, b > 0 json konstanty, 7 2 0 at € (0. 27) (popf. t € (—=,7) nebo t € (o, a+2r)
pro « € R).

Primym vypoctem opét zjistime

acost —arsint

, =ab-rcos’t+ab-rsin?t = ab- r.
bsint breost

J(r.t) =
Poznamka 1.40. Substituci do zobecnénygeh polarnich soufadnic zpravidla pouzi-
vame, pokud hranice oblasti, pfes kierou integrujeme, md elipticky tvar (a,b jsou
poloosy zminéné clipsy).

Pfiklad 1.41. Vypodltéte integral [[(z — 2y)dzdy, kde
M

2
M={(x,y)en*: 2,

1 +42<1 A Uéi’é\/l—?-yl

{

Redend
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postupné dostaneme

0 < r2(cos? ¢ + sin® ¢) < r(cos ¢ + sin ¢).
0<r<(cosep+sing).

7 podminky 0 < 7 < cos ¢ + sing pak plyne -7 < ¢ < q‘f Odtud

3n/4 , cosdbsing
f(.r+y)dA = / ( / (r’(cos ¢ +sing)) dr | d¢ =
M —x/4 0
3x/4
3 }; / (cos @ + sin é)d dep == g i
—m /4

V tomto piipadé je viak vipodet posledniho integralu sloZit&jsi nez pfi substituci

(6).

Obr. 10

™
| Priklad 1.26. Vypoditejme cbsah mnoZiny M, kicra je ohranicend lemniskdlou
| (2 + 97 = 5* —y? (Gbr. 10)

Reseni: Pro obsah mnoziny M plati
w(M) = [ dA,
M
kde v nasem pripadé je
| M= {(z,y) e R%: (2* + ¢*) < 2 — ¢*}.

Z rovnice lemniskaty je vidét, Ze tato kiivka je symetrickd podle osy 2 i podle
osy ¥ (je sudd v obou proménnych). Pii vypoctu obsahu plochy ohranicené touto
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kiivkou staéi pocitat obsah pouze té Esti M. kterd leZi v prvnim kvadrantu a
visledek nédsobit étyFmi. Pro vypotet integralu pouzijeme substituci do polarnich
soufadnic. Dosazenim (4) do nerovnice uréujici M dostaneme
0< (2 +2)? < 2?2 — 1,
0 < r* < r¥{cos? ¢ — sin® ),

(7) 0<r< \/(:()62 ¢ —sind = /cos 24

Z podminky (7) dostavime 0 < r < \/cos2¢ a déle

]

d =4
(8) cos2$ >0, 4. $€ (-7, DU, ).

Podle predpokladu poéitéme obsah pouze té &asti M, pro kterou jez > 0ay >0,
tj.

cosé > 0 Asing > 0= ¢ € (0, g).

Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0. 7). Potom

fr/*l{ Vcos 2¢ /4
p(M)—./dA+4/ \ rdr dé-?/cosgfﬁ‘d‘}éTI'
L
0

M 0

S,

Priklad 1.27. Vypocilejme dvagny integrdl

[ +van

kde M — {(:z:._y) € R?: % q-’g 5'1}.

Reseni: Protoze v tomto piipadé je mnoZina M ohrani¢end elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouZit substituci pomoci zobeenénych polarnich soutadnic

(9) z=arcos¢, y=brsing aJ=abr

V zobrazeni (9) (uvaZzovaném na mnoziné (0,+oc0) x (0,27)) mé clipsa
x?/a® ¢ 4?2 /b* = 1 rovnici T = 1.

Pri vipodtu integralun opdt stadi, budeme-li integrovat pouze pres ¢ast M, kterd
le7i v prvnim kvadrantu. PouZitim substituce (9), kde a = 3, b — 2, .

r=3rcosd. y=2rsing adJ=0r
a dosazenim do M (za podminky x > 0. y > 0) dostaneme

0<r<1 0s¢<z.



II1.4. Substituéni metoda pro dvojny integrél

| Pﬁklad 300. Rozhodnéte, zda integral

A .

f afctg Y dz dy, kde D = {[z,y] € Ez :

. 2+ y2 <1, y >0} existuje av kladném piipadé jej spotitejte.
"1 Resent :

Funkce f(z,y) = arctg; je nespojitd na ose y

(tj. z = 0). Nicméné, mnozina D je méfitelnd a
funkce f je na D omezend, nebot

larctg %l < g pro vechny body [z,y] € E;.
Proto dany integral existuje. Vime, Ze

.ffp.f(z,y) dedy = /-/;{m) f(:c(u‘ v),y(u,v)) |J| du dv.

Zde pouzijeme transformaci do poldrnich soufadnic.

T =rcosy 0<r<1 r 1
/ arctg d:rdy_ y=rsing | 0<p<mw - =[ (f zp;-.rdr)dgo:
- o “Jo

J=r

1 = -
o frran 2] L

[

e Vypotitejte integrély :

P#fklad 301. [f Vzi+ytdzdy, D={[z,y| € Br:z* + 4> = bz <0}, b> 0
D
Redent :

z=rcosy

P +y? <bz —rr? <breosy
" = rgin
ff\}z’+y’d:cdy= z_ v | 0<r<bcosip—rcosp>0 | =
D =% L

)

/2 bcosy */2 (31 x/2 .
=f' (f r-rdr dgozf [L] mwdgo=l b cos® pdp =
x/2 —x/2 3

—-x/2
x/2 2
=-b’f coa{pdtp—#—ba 31 1'-§b3 . "

L]
IA |
7.

¥

Piklad 302. f In(1 + 2% +y%)dzdy, D:2* +1* < a*, 2 <0
D
Regent :
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2
Ze 7volené substituce si vyjadiime r = 1!— Y = /uv a spocitame Jakobian. Pro
vipotet Jakobidnu pouzijeme piedchozi pozna.mku Je tedy

e Ou 3.2

LN Oz Oy _ ¥y o+ oy
Jay)= & & = _p u =

ox Oy = t

2
Dosazenim za x = \3/-1:)-, y = Yuv pak dostavame J{z(u, v), y(u, v)) = 3v. Odtud
pak

J(u,v) = vl

1
Dosazenim do integrilu za z ay a dile J = oo dostancine

/-’LdA /[lgdvdu—“m;z.

Priklad 1.24. Vypoéitcjme dvogny integrdl

[\/1:2 +y2dA,

|
IlkdeM:r{a,y) R7:1<2? 4+ <4Ax<y<Viz).

v,
Reseni: Pfi vypodtu tohoto integrilu pouzijeme substituei do polarnich soufadnic
(4) z=rcos¢. y=rsing alJ=r

V nagem piipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (r/4, 7/3) jak

zjistime dosazenim za x a y z (4) do nerovnic popisujicich mnozinu M

1< a2 +y? <4, <y <V
1< r2cos? ¢+ risin ¢ < 4, reose < rsing < V3rcosg,
I=r<?, 1<tgo < V3,
£<o< i

Pouzitim véty o substituci ve dvojném integrilu a Fubiniovy Véty pak dostaneme

f\/md/l _/\/_'rdA" [f

M w4 1
/3

7 7
ai W LADE
/3 ?= 3"

w/d _—

[I5] -

Priklad 1.25. Vypor‘*':’!cfmt cbjemn  télesa, kleré je chranicenc plochami
PhyP=gty,z=zsiyaz=0.
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1
piriiy

{

Obr. 6

Reseni: MnoZina M je dana nerovnicemi
r<y<etIAl-a2<y<2-m,
tj.
(1) 0<y—-z<1iAlLy+2<2
Zvolme nyni substituci u = y — r a v = y + 2. Dosazenim u a v do (1) dostaneme
0wkl AlLSpngd,

Ze zvolené substituce si vyjadiime = — %(v —~u) ay E'('u # u) a spocitdme
Jakobian.

or Oz = 4 1
du v 2 2
Dosazenim do integrilu za  a y a dile J = % dostaneme
2 1 1 1 2 1
/4:rydA = f / (v—u)(u+v)zdudv = —/ f (v — u?) dude = 1.
1 Jo 2 2./ Jo

M

Priklad 1.22. Vypodéiteyme dvcjny integral

!
{

{ M
kie M ={(z.y) eR?: L <y<inz<y<2}

Redeni: Mno#ina M je didna nerovnicemi

1 3

SYsS-Azsysiz

1

€T x

tj.
. B o
(2) Alsgys2A1<-<2
H I
Zvolme nyni substituci(u = 2y a v = ¥/ Dosazenfm u a v do (3) dostancme
1<u<3 Al<wv<2
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|

# * - L4 i [ E
Ze zvolené substituce si vyjadiime (“r = \/ /a Y —'\/u ;{ spoditame Jakobian.
v

/’- ™
A3 )

”ir_

.1.
L
3 v

FlERIF
|
e
-
=

gx
-J - %
Au

&
@

Dosazenim do integrdlu za z a y adéle J = 2—- dostancme
_ 13n2

B
]
[~
L
B
c
."_x
\.
'\\‘
v | =
2|5
&
=
]l\.‘)

Poznamka: Pn feseni predchoziho piikladu byl asi nejpracnéjsi vipocet Ja-
kobidnu. Pfi jeho vipoétu jsme si ale mohli usnadnit praci, kdybychom vyuzili
vlastosti reguldrniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiz

)= (@ (u, v), ylu,v))

Prou=zy, v.= gjc tedy

z

tu  Hu

o o o _2%

B by 1 ER—,
z y x

J(z.y) = 5

v)) = 2v. Odtud

. u o -
Dosazenim za x = \/ ~ay Vuv pak dostavame J(z(u, v). y(u,

pak

Priklad 1.23. Vypocitejme dvcjny integral

L]
/fﬁld
3

M

kde M = {(z.y) € R?: 2 <y < 3Inz <y’ <2z}

Redeni: Mnozina M je ddna nerovnicemi

2 2 "
-<Ly<L-Az Ly <2,
I T

tj.
(3)
il

Zvolme nyni substituci © = zy a v = . Dosazenim u a v do (3) dostaneme
s

w
[+

2<:r1y<']/\1<——<2.
L J

2<u<d Al<swv<2
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56 KAPITOLA 3. SUBSTITUCE V DVOJNEM INTEGRALU.

Nyni mame dokdzano tvrzeni v piipadé nesdporné funkce f. Je-li [ obecnd, napiseme
i juko rozdil kladné a zaporné ¢asti, f = f5 — [, kde

o= max{f, 0}, a f[f_=max{-/ 0}

Aplikaci jiz dokdzaného tvrzeni na (nezaporné) funkee ji a f_ dostaneme obecny piipad.

Poznamka 3.13. Piedpoklady ve Vété 3.12 bychom mohli zeslabit na to, Ze funkce [ miiZe
byt spojitd jen na vnitiku ®(7) a transformace @ by stafila byt tFidy C1 na vnitiku 7.
Pouzili bychom stejn§ ,nafukovaci princip® pro vyplnéni mnozin 7' a ®(7') jako na konci
Kapitoly 2. viz (2.11).

Jesté nez prikroéime k piikladiim, vratime se na chvili na zagitek této kapitoly. Zavedli
jsme tam polarni soufadnice a protoZe pomérné ¢asto se s vihodou pouzivaji, vypocteme
si jejich jakobidn. Pfechod k poldrnim soufadnicim reprezentuje zobrazeni

(P{g:np);:( i»;ﬁ: ) 0>0, p€0,2n).

Jacobiho matice je pak

sing gcosg

Jp = (%: %) - ((:05:1) —gsiunp).
0 By

Odtud jakobian

Ag — det Jp = g(cos® o +sin? ) = p.
3 Cviéeni.
Uloha. Vypodtéte integrsl
[| e
JJ (@2 )
&

kde 7' je mnozina omezend kiivkami 2 4 4% =4z, 22 + y? =8z, y—~z ay — 22

ReSeni. Mnozina T ma tvar ukézany na obr. 3.6(a).
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W= 21 Y

Obr. 3.6.

Piejdeme-li k polarnim soufadnicim 2 = pcosg a y = psing, pak integrovana funkce

bude mit tve
ude mit tvar 1 1

 (e%cos?p + p?sin’ @) N
Stejné tak rovnice kiivek omezujici mnoZinu 7" budou mit v polarnich soufadnicich vyja-
dfeni

o° cos 99-%—9 Slll @ dpcosig tj. p=4cosy

p2cos?p+ p?sin?p = B8pcosp ti. p=8cosyp
psing — pcosyp  tj. tge—1
psing = 2pcosg G tgp= 2

Mnozina 7" je tak v poldrnich soufadnicich urena pozadavky ¢ € {arctgl, arctg2) =
{w/4.arctg 2) a g € (4cos, Bcos ). ProtoZe jakobian je p, mliZeme podle Véty 3.12 psit

arctg 2 Bcos arctg 2 B
= dodp = dy =
fo/ (7'2 i - "')'2)2 ./ f 4 Sh S / l 29 ]4(:05:,9 #

/1 deosy

arctg2
3 3 3
= B e it arctg2 _ i

f 128cos2p ¥ 128 ! Bela  i3g
wid Ag—

Uloha. Vyjadiete integral

1 2—y
f/fdu:dy
0 0

v poldrnich soufadnicich pfi obou moZnostech potadi integrace.

Reseni. Nejprve musime zjistit tvar oblasti 7" pfes kteron se integrace provadi: z tvaru
mezi u vnéjiiho a vnitfniho integrilu vidime, Ze

0<y<1, 0<r<2-y.
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PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTEGRALY 9

ra . . - W v u v - - s
Ze zvolené substituce si vyjadiime z = \/: a y = y/uv a spocitdme Jakobian.
v

8z Oz
55 |-
v

du

1 1 _l Uy
2 Yuv 2 v
1 v

1 1w
e IV

1

2’

J=

x . 1
Dosazenim do integrlu za z a y a déle |J| = i dostaneme
3 2 2 In?2
/a:zysz -——] / iu—d*udu: lon .
1 1 2 v 2
M
Poznémka: P¥i FeSeni pfedchoziho pfikladu byl asi nejpracnéjsi vypocet Ja-
kobianu. P jeho vypoétu jsme si ale mohli usnadnit praci, kdybychom vyuzili
vlastosti reguldrniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiz
1
J(z(u,v),y(u,v))

J(u,v) =

Prou=azy,v= % je tedy

du Bu
J —| g oy | — ¥y z i
wo-|§ §|-| -4 1]-3

Dosazenim za ¢ = \/g a y = /uv pak dostévame J(z(u,v),y(u,v)) = 2v. Odtud
pak
J(u,v) = Lt
W iy

Piiklad 1.23. Vypoditejme dvojny integrdl

3
Y
/.Ed/i,

M
kdeM={(:r,y)€R2::}:Sysgl\mgy%%}.

Redeni: Mno%ina M je ddna nerovnicemi
2

2cy<iangy <o,
T xT
t.
y2
(3) 2<oy<3AlS =<2

2
Zvolme nyni substituci u =zy av = y; Dosazenim u a v do (3) dostaneme

1<u<3 AlZ<v<2



7
v s Ty

10 ZDENEK SIBRAVA

)
Ze zvolené substituce si vyjadiime z = {{ %, y = J/uv a spoditdme Jakobién. Pro

vipotet Jakobiédnu pouZijeme pfedchozi pozndmku. Je tedy

du Ou 2
3y
J —| 8 8 |- gy =1

.
Dosazenfm za T = 4/ %, y = Y/uv pak dostévame J(z(u, v), y(u,v)) = 3v. Odtud
pak
Jwv) = 5
Uv) = o

1
Dosazenim do integrlu za z a y a déle |J| = = dostaneme

3 3 2

y lu 5In2

L gA= == .
= | [ gytuan==5
M

Piiklad 1.24. Vypodcitejme dvojny integrdl

[VEEia,
M

kde M = {(z,y) eR?:1< 22 +12 <4Az <y < V3z}.
Redeni: Pri vipodtu tohoto integralu pouZijeme substituci do polarnich soufadnic
(4) z=rcos¢p, y=rsing alJ=r

V nagem pipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (r/4,7/3) jak
zjistime dosazenim za z a y z (4) do nerovnic popisujicich mnoZinu M

1< 22 +42 <4, z <y < V3z,
1< r2cos? ¢ + r?sin? ¢ < 4, rcos¢ < rsing < v/3rcosg,
1<r<?, 1<tgp < V3,
2595
Pouzitim v&ty o substituci ve dvojném integralu a Fubiniovy véty pak dostaneme
nf3 2 x/3 -
/\/mdfi = /\/'r_2rd.A"= //rgd'rdqb::/‘ [%] d¢ =
M N w1 /4 1
ﬁa? 7
= f 3 d¢ = %w :
/4

P¥iklad 1.25. Vypoditejme objem télesa, které je ohraniCeno plochami
?+yP=z+y, z=z+yaz=0.
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Bonusové cvicenf 28.4.
http:/ /www. web.natur.cuni.cz/~kunck6am/

kristyna.m.kuncova@natur.cuni.cz

Hinty
Pifklady
1. Zm##te pofadi i_ntfegrace
(a) f' (c)
3 r8—22 -
: o, y)dy dz
/2 /3 f(z,y)dydz [o fo flz,y)dy
(b)

fo l /0 d f(z,y) dzdy

2. Urtete, zda jsou ii}'tegrﬂy ve sprévném pofadf & nikoli

(2) i : ii. _
e: 3 2 3 r2 e §
e ff f zy2* dzdydz /[f zyz® dz dzdy
—-4 ,a‘lha- 1 J0 v—4
,&y._o / f / zys? dzdy dz
-4

(b)
y+2 zf ﬂ'+2
f f / -cosydzdyd:t / f / — cosydz dzdy
1
e’ T
ﬂ / fu /Ecos dydzdz e
s Ju L R y - /y f f——oosydmdydz
(¢) 1. jii.
f!"r\o 1w p3cosa ’4-""-'-‘" Scosa
f f / Vvzrisinadrdadz f f Vzr? sin a dzdrda
0 J=mJeosax

. ' iv.
Ah.o ol Y 2 s e Bcosar
[—nﬂ/ﬂ fmsc: Ve Mnadrdeds f f / Vzrtsinadadrdz

3. Zapiste ndsledujici mnoZiny nerovnicf a poldrnimi soufadnicemi

Matematika A2, 2016, Kristyna Kuncovd 1
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Uvedeme vipoget druhého integralu (prvni je zfejmy)

i3 '{" . 3 ‘é: 1
ﬁ sinztces_tdt=f‘} w?dw = [%}1 2%-5(3\f§-—1),

L3 2

uzili jsme substituci w :=sint, a tedy dw =costdt, F~j a Fe J?

Piiklad 8.15: y
Vypodéitejte dvojny integral 120 © I

/f ttydzdy v A - ™
Q ,,- A A \

kde oblast Q je nakreslena na vedlejgim obrizku. ; ! \ L \

FeSeni: 0 i /32
Zjistime vzor oblasti  pti pfevodu do polérnich soufad-

nic = (Q) = (1’_"/2_> < (’_{, ’T"> a uzijerne (¥)

ffn: ydzdy = //1 i aﬁr sint cos? tahr-a!t--fv‘5 rddn- Lﬁf sint cos tdf-—(la-i—%/_)

F

\_.,——u—l‘
n§(4v"'—1) =& (2vEi+1)
Uvedeme vipodet druhého integralu (prvni je zfejmy)
i = i a1 %
f sin:coé.“t.jdt:/ -—w*dwwf w? dw = [-‘—”—] :3«(2\/—“)
1 /G /-4 . H

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, I~ Jéz a. %" ~ =1

Pfiklad B.186:

Vypotitejte dvojni integral ¥
E "_4"' ‘J‘“"-:déo
f f V. (?; ‘I 39 a
’ f_a"'""“‘--.\ : v
kde oblast Q je nakreslena na vedlejsim obrazku. ; T \
: ! ! - /"a L1 ]
Fedeni: H .' B ]
Zjistime vzor oblasti §2. pi'i pfevodu do polarnich soufad- 0 1 2=
nic 1 () = (1, 2) X ) a uZijeme (%)
1 1 ; sintdt
rydrdy = — e (rdt = =
f-/;l S /ﬂl.%)x(ia%) 7% gintcos’t . ./1 / (1 cos?t) cos? t mszt

F = ;35+ln{2+f}—in(1+ﬂ)

= % A&t 5'1n[~/§+-2){\/§ -1).

Uvedeme vipodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

f"i' smtdt /‘4 dw 1 {Fre 1 0, P
: A-cos oot Jyg (- uwiu? 5[,@ @ Twrl w-1)%T

-4

»«1n(2+\/”} In(1+v?2) ,

g B
5
=
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(volime kladné u, v), proto vzor mnoziny Q pfi uvedené transformaci bude obdélnik & () = (1,3) x (5.1).
Nyni uZ stadi dosadit & vypocitat

ffny\/' .[-/zla}x(}l) vvlf""'g}fdudt'*
ol B R (8- 1 3) -

V dalsich pfikladech budeme uZivat vétu o substituci pro polérni soufadnice

$: z=rcost

y=reint °
Protode .
idet D®| = |det (—i‘o:i:l.t :;J;;t')l =|r cos? t + 7 sin? !| =
dostaneme
ff flr,y)ydedy = ff frcost,rsint) - rdudy . (%)
0 &) '
P¥iklad 8.6:
Vypotitejte dvojny integral Yy
R SN
Yy =7 e
/n;dxdyf /w' I T "
kde oblast {2 je nakreslena na vedlejim obrazku. ,'/ f,’l S
i ’
Fedent: ! ::" if
Zjistime vzor oblasti {} pfi pi‘evcdu do polarnich soufad- P 1 ‘ .
nic @71 (Q) = <\/_ 2) x {0, %) a ugijeme (+) ; 0 J3 23
f/ Y dedy = f[ Bmtdrdtmj rdr- f f-‘-’lidr—lnz
ntT V2,2) % { {0.5) cost
-1n2
Uvedeme vipodty jednotlivych integrali
2 232
.[ rdr= [r_] =2~-1=1,
121
¥ g é y 1
Sla= [ - = [ 2=l =m2,
o Cost 1 w 3w ;
uzili jsme substitucl w := cost, a tedy dw = —sintdt, 0~1 a F=~ é
Pfiklad 8.7:
Vypotitejte dvojny integral y
; 120 ° I .
/:/ $2y dzdy , 4,‘- 45°
Q 7 .’\
kde oblast  je nakreslena na vedlej§im obrézku. & T O
. - 1
feSeni: :’ ’f \\‘ /ﬂs‘. “
Zjistime vzor oblasti 0 p¥i pfevodu do polérnich soufad- ! :' Y I ‘\1 li!
nic 31 (Q) = (1,2) x (§, %) a uZijeme (*) ' |0 1 9 T

s
2%y dzd f/ ¢ cos? tdrdt = f Fid f‘ toost bt = —— (/B4 1
ff 2y Y = - i’;’-}r sint cos® £ dr r. A sin t cos? 120( )

= ~#(2v341)
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Priklad 8.10:

Vypotitejte dvojny integral Y 0t
¥ Pl e .
i o P
[, e 30°
kde oblast 2 je nakreslena na vedlejiim obrazku. # AT il ""‘; '\‘
Fedeni: :' ! oAty “,
Zjistime vzor oblasti §2 pfi ptevodu do polarnich soufad- . : 0’ 4 :‘} %
nic 3 (Q) = (V2,3) x (§. §) a uzijeme (¥) V2
3 8l 1t 2
ff%dzdy:ff sm:da't—/ 1drf L ‘Fca VB(VE-1).
In T ('\/— 3) (§ % CO’S t cos“t
~3-' —;?;tv" -1)
Uvedeme vipofet druhého integralu (prvni je ziejmy)
¥ sint 7 dw 1 % 2 : 2
- e B = (VB 1)
[ e L G-, ~areaie
uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = ~sintdt, §~ 1,? a I~ %
. . P¥iklad 8.11:
 Vypotitejte dvojny integral 9[] v
I s R
.Un oy
r
kde oblast (2 je nakreslena na vedlejsim obrazku. !;'
feZeni: i/ s
Zjistime vzor oblasti Q) pfi pfevodu do polarnich soufad- ! x | i e
nic $1(R) = (1,5) x (0, §) a ukijeme (x) 101 57

i T ' rcost
—“d"”“"=/f drdt = /ldrfm—y-
f/n T R J15y%(0,3) T? cos? t -+ 2r? sin” e Tesht

Uvedeme vypoZet druhého integralu (prvni je zfejiny)

f cost | i | i s
1+smt e Thap o ST Me ™ g
uZili jsme substituci w := sint, a tedy dw =costdt, 0~0 a Fw~1
Piiklad 8.12:
Vypoditejte dvojny integral 1300 |y
9] (/ . '\\
kde oblast  je nakreslena na vedlejiim obrézku. / i B \
s 'y i
FeSeni: ! K \\J_;” \ !
Zjistime vzor oblasti Q pfi pi‘evndu do polérnich soufad- J . I i é T
nic 1 () = (1,3) x (%, &) a uzijeme (¥)
. 3 . :
/f sy dady = f/ ¥ sint cost drdt = f rdr j sintcostdt = =
(1,3 x (%, %) 1 & 2
e,



