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Teorie

Véta 1 (Fubiniova). Necht (X,S,u) a (Y, T,v) jsou prostory s mirou. Necht miry p

a v jsou uplné a o-konecné. Bud (R, p) soucin mér u a v a (R,p) jejich tiplny soucin.
Necht f je p-méritelnd funkce na p-méritelné mnoziné M C X x Y. Predpoklddejme,
Ze integrdl

/ f(z,9) dp(z, y)
M

mda smysl. Potom pro p-skoro vsechna x md smysl integrdl

@)= [ fam) i),

/gdu
X

| t@aise) = [ gau= [ ([ repi) )

Poznamka 2. Specialné lze Fubiniho vétu pouzit, jestlize

funkce g md integral

e M je oteviend (nebo uzaviend) a f je spojitd a nezdpornd (nekladnd) na M.
e M je oteviend (nebo uzaviend) a omezend a f je spojitd a omezend na M.

e M je oteviend (nebo uzaviend) a f md na M integrovatelnou majorantu.

Priklady
1. Spoctéte

0 ,—ax _ ,—bx > arctan ax — arctan bx

(a) / R () / da
0 s 0 x
00 2,.2\ _ 2,.2 1.6_ ,a

(b) / In(1 4 a®z?) 21n(1+bx)da¢ () / 2’ —at .
0 x 0 nr
S —ax? oo ,—ax? _ _—bx?

o [ o [T
0 rer 0 T

2. Spoctéte miru mnoziny

a) M={lz,y eR*: 22 <y<a+2
(a)
(b) M ={[z,y,2] eR*:0<x <1, ]yl <x,0< 2z <ay?}
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(c) M, kterd je ohranic¢ena plochami 2x + 2y +2 =6,z =0, 2=0,y =0.

6
(d) M ={[z,y,2] ER*:0<y <1,0 <z <arctan 5,0 < z < 1+$2}
Yy
3. Spoctéte integrdl pres mnozinu

(a) / xzydA kde M je ohrani¢ena kiivkami y = —z a y = © — 22
M

(b)/yd)\,kdeMjeuréenavztahny—y—i—Q:Oa:l:—i—y—ll:O.

M

(c) / eV d\, kde M je uréena vatahy z =0, y =1,y =2 a y% = .
M

(d) /M % d\, kde M je urcena vztahy y = %, y=2x,y= 2

(e)

1
x 2°
1d\, kde M je uréena vztahy o +y =4, z +y = 12 a y? = 2z.

(f)

T

22 +y?dA kde M = {[z,y] € R?: |z]| + |y| < 1}

(g) ycos(z + z)dA kde M je ohrani¢ena plochami y = /z, y = 0, z = 0,
z

S
4=

jus
-

dA
h ———kde M ={z >0,y >0,2>0 <1
0) [ S ke M= {2 052052004y +2<1)

4. Sestavte (nepocitejte) dvojné integraly z funkce f(x,y) pFes mnoziny

() M={r<21<y<e} }
y=dr
_ _ 2

(b) M={0<z<2,—z<y<uz?} y==x
(c) M ={2?—4x+5<y<6x—3—z%} y = 8
x

fl 1

v=3z
(d) M na obrazku i

Bonus

5. Spoctéte integral /

z¥d\, kde M = [0,1] x [1,2]. Zkuste zaménit pofadi inte-
grace. M
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6. Zménte potfadi integrace

w [ [ enwe [ e © [ [ e

7. Ktery z nésledujicich integrali pocita
obsah tutvaru na obrazku?

4 Ve
A / / 1dydx
0o Jo
4 2
B / / Vv dydz
0o Jo

! “2)

y=+x

[
2 4
C / / 1dxdy
0 Jyx
2 y2
D / / 1dxdy
0o JO

8. Ktery z nésledujicich vyrazu NEpocita y
obsah dtvaru na obrazku? (-1.2)

1 plia?
A/ / 1dydx
—1 J222
1 plta?
B 2/ / 1dydx X
0 J2z2
1 rvG/2 2 p—y—1 2 /2
C// 1d:cdy+// ldmdy—i-// 1dzdy
0 J—yy/2 1 J—yg/2 1

y—1
2 /2
D 2/ / 1dxdy
0 Jyy—1

9. Urcete mnozinu, pies kterou integrujeme v integralu

1 1l
/ / / f(z,y, z)dzdy dz.
0 Jz JO
A. B. C.
Z F4 Z
)\{\v ky /y-\y
X X X
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10. Na obréazku je téleso ohrani¢ené plochami x+2z =1, 2 =0, x = 0, y = 1 a plochou

11.

y = 2 — 2. Ktery z nésledujicich integralt po¢ita jeho objem?

1 p2—22 pl—zx
A / / / dzdy dx z
0o Jo 0 1
1 11—z 2—z2
B / / / dzdydx
0o J1 0
1 p2—22 pl—zx
C / / / dzdydz
0o J1 0 Y 1 4
1 pl—z p2—z2
D / / / dzdydx
0 Jo 0

Na obrazku je stejné téleso v ruznych polohéch. Sefadte integraly / / / x dA
Sk
podle velikosti.

z z 4
z
Si ] S3 Sy
S;
y ¥
X X
y X y *

AI1<I2<I3<I4 DIl<IQ<I4<Ig
BhLh<Ili=I3<1y
Ch<lhi<lIz<ly EL=0L=I3=1,

Zdroj 7.-11.: http://www.cpp.edu/ conceptests/question-library/mat215.shtml

Figure 1: https://mathjokesdmathyfolks.wordpress.com/2012/10/31/scary-math-facts-
for-halloween/
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