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Teorie

Véta 1 (Levi). Necht {f,} je posloupnost méfitelnych funkei na D € S, 0 < f; < fo <

cooa f=lim, o0 frn. Pak
/ fdp = lim / fn dpu.
D n—oo D

Véta 2 (Lebesgue). Necht f a {f,} jsou méfitelné funkce na D € S, Necht posloupnost
{fn} konverguje skoro vSude k f. Necht existuje integrovatelna funkce g (majoranta)
tak, ze

[fu(@) < lg(@)l,  neN, zeD.

fdp = lim / fidp.

Potom

Algoritmus

1. Fixujeme x a spoc¢teme lim, oo fr.

2. Jsou funkce nezaporné a posloupnost je rostouci - pro pevné x roste v n? Levi.
3. Lze najit majorantu? Lebesgue.

(a) Lze pouzit néjakou zdkladni nerovnost? = < 1 pro x € [0,1], |sinz| < 1,
sine <z, Inx <z —1, ¢’ < 1?7 Nelze zmensit jmenovatele, vzit jen 1 ¢len
souctu?

(b) Kdyz nevis, tak derivuj: funkci g(n,z), n € [1,00), podle n. Maximum je
pak v ng - bodu s nulovou derivaci nebo v krajnich bodech (tedy ng = 1 nebo
v limy, 00 ).

(c) Nenasla by se majoranta alespon pro n > 27

4. Prohodime limitu a integral.

Priklady
1. Spoctéte
. a2 . L' npsinz
(a) nh%nolo ; e dzx (c nh—>Holo i mdx
% ,—nz 1 -
(b) Jim ; mdx (d) Jim ; nyrze ™" dx
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2. Spoctéte

1 n S 1
(c) lim ——dx (g) lim e~ 2T g acR
n—oo Jy 14+ x2n n—oo [q x
o gt . O
(d) lim —-dr (h) lim e dw
n—oo Jo 14 x=" n—oo Jq
A x3 1
e N Vn3x
i 1
(e) nh_)IIolo  Tim der, 0< A< (i) o ) 1+ 15 n2e2
. “In(z+n) _, - o dz
lim ——
(f) nh—{lgo ; - e Tcosrdr () nBee Jy (T4 ﬁ)n Vz

00 1
3. Necht f € L'(R) (tedy [ f < o0). Ukaite, ze pak lim — f( )dx

n—oo 21

4. Necht f,, je posloupnost nezdpornych integrovatelnych funkei, u které lze zaménit
limitu a integral. Je pak pravda, ze existuje integrovatelna majoranta?
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Figure 1: https://www.math3ma.com/blog/dominated-convergence-theorem
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