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Teorie

Definice 1. Linedrni diferencidlni rovnici n-tého rddu s konstantnimi koeficenty rozumime
rovnici

Y™ () + an—1y" V@) + - ary(8) + aoy(t) = f(2), (1)

kde ag,...,ap—1 € R a f je funkce spojitd na daném intervalu (a, b).
Homogenni rovnici ptislusnou k rovnici (1) rozumime rovnici

Y () + a1y ™Y + -+ a1y () + agy(t) = 0. (2)
Poznamka 2. Maximaln{ FeSeni rovnice (2) jsou definovdna na celém R.
Definice 3. Charakteristickym polynomem rovnice (2) rozumime polynom
XA =N+ an A agh + ag.

Véta 4 (tvar fundamentélniho systému). Necht y je charakteristicky polynom rovnice (2).

Necht A1, ..., \s jsou vSechny navzdjem rizné redlné koieny polynomu x s nasobnostmi
r1,...,7s. Necht aq + P14, ..., oy + Byi jsou viechny navzijem rizné kofeny polynomu
x s kladnou imaginarni ¢dsti a ndsobnostmi qi,...,q;, kde a1,...,qq, B1,...,0; € R.
Pak nésledujici funkce tvoii fundamentalni systém feSeni rovnice (2):
eMt, teM?, e tri—lehit
etst, tetst, . trs—leAst,
e*tcos Bit, te*tcosBit, ... tTletcos Bt
e*tsin Bit, te®sinBit, ... t8le%lgin Bit,
et cos Bit, te“tcosfit, ... tiletcosfyt,
etsin gy, tetsinppt, ... 4@ letsin it

Véta 5 (specilni prava strana). Necht
f(t) = e (P(t)cosvt + Q(t)sinvt), tcR,
kde p,v € R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje feSeni rovnice (1) ve tvaru
yp(t) = t"el - (R(t) cosvt + S(t)sinvt), teR,

kde R, S jsou polynomy stupné ne vétsiho nez max{st P,st @} a m € NU {0} udavé,
jakou nésobnost ma ¢islo p + iv jakozto kofen charakteristického polynomu piislusné
homogenni rovnice.

Matematika 4, 2018/19, Kristyna Kuncova 1



Algoritmus
1. Vyfesime homogenni rovnici:

(a) Napiseme charakteristicky polynom a najdeme koteny.

(b) Sestavime feseni.

2. Zkontrolujeme, ze prava strana je ve vhodném tvaru, pfipadné jestli neni tfeba
sou¢tem vhodnych tvar.

3. Pouzijeme Vétu o Specidlni pravé strané a odhadneme tvar feseni (s nékolika
neznamymi koeficienty).

4. Dosadime do nehomogenni rovnice a dopocteme koeficienty.

5. Resenim je homogenni + dopoctené fesend.

Piiklady
1. Prifad'te funkce ke tvaru e®(P(x) cos(bx) + Q(x) sin(bx)):

1222 + 27 + 1 (A) €% ((3x — 1) cos Ox + 0sin Ox)

3x—1 (B) €% ((1222 + 22 + 1) cos 0z + 0sin 0x)

8xe” (C) €?*((—2)cos 1z + 0sin 1)
(D) e ((

e ((8x) cos 0z + Osin 1)

1
2
3

4 Tcosx

(1)
(2)
(3)
4) -

2. Najdéte reSeni diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty a specialni pravou
stranou

(a)y +y —6y=1222+22x +1
(b) ¥y =3y =3z —1
(c) ¥ + 2y + by = 8xe”
(d) y "+y=z+sinz
(€ v

3. Najdeéte tegseni diferencidlnich rovnic

— 4y’ + by = —2e** cosx, y(0) =0, y'(0) =0

(@) y" +y" +y +y = 8xe®, y(0) = (d) y" — 4" + 4y =22+ ** — cos 2z
/
y'(0) =y"(0) =1 » /

(b) y™ + 8y” + 16y = 64 sin 2z () y" +y" —y' —y=4dcosz

(c) ¥ —y +4y =xe ™ (£) y"+4y" —7y —10y = 10022 —64¢3*
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4. V jakém tvaru budete hledat feseni?

D)y +y' +y=e"

(2) " +y" =2y = (z+1)e"
3) ¥ +3y" +3y +y=e"
4) v +y" =a®+2?

(5) v +vy +y=e"cosx

(6) v" —y' +y=cosx —sinz
(7)

y" — 2y" + 5y’ = 2e” sin 2z

Zkouskové priklady

)

) Ae”

) (Az + B)e”
) z(Az + B)e”
) 2?(Ax + B)e®
) Ae™*

) Axde™®

) (Az3 + B2? + Cx + D)e™®

) Az® + Ba?

) Az + Ba? +Cx+ D

) 22(Ax® + Bx? + Cx + D)

) (2% + 7)(Az® + B2? + Cx + D)
) e*(Acosz)

) e*(Acosz + Bsinz)

) z(Acosz + Bsinx)

) Acosz + Bsinx

) we®(Acos 2z + Bsin2z)

) e*(Acos2z + Bsin2x)

5. Najdéte feSeni diferencidlnich rovnic

(a) y¥ —y =22

(d) v +4y" +y' — 6y = 10xsinz

(b) y® —10y" + 25y = 1+ sinz
(c) ¥ +2y" +y + 2y = ze (e) W =2y +y" =sinz +wcosz

Bonus
6. Najdéte feseni ODR
(a) y" = —y, y(0) = 0,4/(0)

(b) ¥ = —y, y(0) = 2,4/(0)

=-3 (d) ¢y =—-y,y0) =

7. V zévislosti na parametru r € R najdéte FSR diferenciéln{ rovnice

y" +ry=0.
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8. V zévislosti na konstantach p, ¢ > 0 najdéte FSR diferencialni rovnice
y" +2py + ¢y = 0.
9. Pro¢ se malé dité na pruzinové houpacce (zvitdtko na pruziné) houpe rychleji nez

dospély? Pohyb je popsan rovnici my” + ky = 0, kde m je hmotnost houpajiciho
se ¢lovéka a k charakterizuje pruzinu.

f'gf)
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