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Priklad 9. Nacrinéte grafy reSeni rovnice y' = (v + 1)/T—y.

Reseni. Oznaéme funkcina pravé stran¢ pismenem g. Stacionarni fedeni jsou
y(x) = 1,x € R,a y(x) = —1, x € R. Intervaly, kde je funkce g spojita
a nenulov, jsou (—oo,—1) a (—1,1).

Zkoumejme nejprve fedeni s hodnotami v (—oo, —1). Pro y < —1 platf
g(y) <0, atedy feseni s hodnotami v tomto intervalu jsou klesajici. Integral

e
f_m O+ DIy >

konverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria (Véta 8.53)*, protoze

1
O+DVT=y _
aci i .

lim
o (-y)32
a [ o, == dy konverguje (Piiklad 8.50). Integral

L o=
3y * Dyl—y
diverguje dle Lemmatu 7. To znamen4, Ze feseni s hodnotami v (—oo, —1)
jsou definovana na intervalu tvaru (—oo, T), jejich limita v —oo je —1 a limita
v bodé T zleva je —oco.

Dale vezméme v tivahu interval (-1, 1). Protoze pro y € (—1,1) plati
g(y) > 0, jsou fedeni s hodnotami v tomto intervalu rostouci. Integral

0 1
L D=5

diverguje podle Lemmatu 7. Av$ak integrél
: 1
[,
o (r+ Dyl=y
konverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria (Véta 8.53), nebot

1
OfDvi-y _ 1
1

1=y

lim
Pl

a ful ﬁ dy konverguje (Ptiklad 8.51). Odtud plyne, Ze fefeni s hodnota-
miv (-1, 1) jsou definovana na intervalu tvaru (—oo. T'), v —oc majf limitu —1

1Veta 8.53 je formulovana pro kladné funkce. Zde vyuzivime ziejmého faktu, ze ff !
konverguje, pravé kdyz konverguje [ ab(— ).
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av T zlevalimitu 1. Navic, protoze funkce g je v bod¢ 1 rovna 0 a je spojita
zleva, 1ze nalepit stacionarnf feenf.
Vysledky zndzornime na obrazku:

Y v/
i

OBRAZEK 7.

3

Piiklad 10. Nacrinéte grafy feseni rovnice y' = -}}T"'ll

Reseni. Oznaéme funkci na pravé strané pismenem g. Stacionarni feSent je
y(x) = —1, x € R. Intervaly, kde je prava strana spojita a nenulova, jsou
(—00,—1), (-1,1) a (1, +o0).

Prozkoumejme interval (—oo.—1). Proy € (—oo.—l}platl'g('y) > 0 a te-
3 = Ldy
konverguje podle limitntho srovnavaciho kritéria (Véta 8.53), protoze in-

dy fefenis hodnotamiv tomto intervalu jsou rostouci. Integral f__

tegral f —5 dy konverguje. Integral f e 1_’_1
matu 7. Z uvedeneho plyne, ze feseni jsou dcﬁnovana na intervalech typu
(T, +00), jejich limita v T zprava je —oo a limita v 400 je —1.

Vysetfeme interval (—1, 1). Regeni s hodnotami v tomto intervalu jsou
klesajici, protoze pro y € (—1.1) je g(y) < 0. Podle Lemmatu 7 integral

dy diverguje podle Lem-

2 ;’3__’_—11 dy diverguje. Integrél J% dy oviem konverguje, nebot inte-
grand je spojity na (0, 1). To znamend, Ze feSeni jsou definovana na inter-
valech typu (7, +00), v +00 majf limitu —1, v T zprava limitu 1. Podivej-
me sc podrobnéji, co se déje napravo od bodu T. Otazka nalepovani zde



konverguje u bodi %1 zprava i zleva, napoji se vSechna feSeni konvergujici k
+1 na staciondrni feSen{ v koneéném ¢ase a tedy body R x {—1, 1} prochazi
nekoneéné mnoho maximalnich feSeni.

ProtoZe integrél (4) diverguje u £oo, nenastane pro feSeni v pasech R x
(—oc, —1), R x (1, 4+00) "blow up".

T reseni /
L L | konkawni
¢ konvenni /// 1
. NAVAZENi reseni o
.—/
HE — . ot |
0 e 0
E eI i
i
//.-
i
= // =i
i
4

Priklad 3. VySetfete priubéh feSeni rovnice vz + 1z’ = e* — 1.

Redeni. Protoze f(z) = &= je spojité diferencovatelna na (—1,+o0), pro-
chazi kazdym bodem mnoziny R x (—1, +00) pravé jedno feSeni. Znaménko
funkce f nam dava stacionarni feSeni z = 0 a dale:

Pro z € (—1,0) mame klesajici feSeni, kterd maji v —oc limitu 0 a na
nulu se nenapoji (z jednoznac¢nosti FeSenf), zatimco do —1 dojdou v kone¢ném
caset =b ( ~1/2 24

dz konverguje) a

-1 ex-1
et — 1
lim 2/(t) = lim ———— = —o0
t—b— t—b— x(t] +1

Pro z € (0, 4+00) je feSeni rostouci, v —oo md limitu 0 a nenapojf se na
stacionarni feSeni. Protoze
400
i
[ dx

b 8=l

konverguje, nastane "blow up".
Vypoéteme druhou derivaci:

" eVI+1—(e"—1)1 T+1 . -1
:L‘ bt - ——
z+1 vr+1

e (7 (743)+3)

1




Protoze funkee e*(z + 1/2) 4+ 1/2 je kladna na (—1, +00) (napfiklad zderivo-

#)
vanim zjistime, Ze tato funkce nabyvé minima v bodé z = —3/2), jsou FeSeni
na R x (0, +00) konvexni a FeSeni na R x (—1,+00) konkavni.
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Pisemna zkouska z Matematiky IV pro IES FSV UK (B)
LS 2011-2012

Priklad 1: Najdéte vSechna maximalni feseni diferencialni rovnice
y!H‘ S yﬂ i Syi' i 5y = COSQI

Kterd z téchto feSeni maji limitu v +0c? Jakych hodnot miiZe tato limita nabjvat?

(12 boda)
Pi#iklad 2: Najdéte viechna maximalni fegeni diferencilni rovnice
) —e?

spoctéte jejich limity v krajnich bodech definiéniho oboru a naértnéte jejich grafy.
(12 bodt)
Priklad 3: Uvazujme nasledujici autonomni rovnici:
y+1
= log(1 - 93) - 25
Na zakladé vySetieni defini¢nich obort a priibéhu fedeni uréete a naértnéte nisledujici mnoziny:
(a) Mnozinu bodt v R2, kterymi prochézi vice nez jedno maximalni feseni.
(b) MnoZzinu bodti v R_?, kterymi prochazi pravé jedno maximalni feseni.
(¢) Mnozinu bodii v R2, kterymi prochazi néjaké nerostouci feseni definované na R.
(d) Mnozinu bodfi v R2, kterymi prochazi n&jaké klesajici maximalni Fedeni.
(12 bod)
Piiklad 4: Uvazme nasledujici diferencialni rovnici:

y - 2 < y® cos .
T

Ukazte, 7e existuje feSeni této rovnice spliujici po¢ateéni podminku y(7) = /7, a vypoététe, jaky m4 tvar na okoli

bodu 7. (12 bodii)
Priklad 5: Najdéte fundamentdlni systém feSeni soustavy
6 5 13
y"i = —8 _7 _21 * y
2 2 6
Uréete vSechna fedeni soustavy, kterd maji v +oc limitu [0, 0, 0]. (12 bodi)

Vysledky pisemky z Matematiky IV pro IES FSV UK (B)
LS 2011-2012
Priklad 1: Vsechna maximalni fefeni: y(z) = ——%cos 2z — %sin 2z + ae® + be " cos2z + ce Fsin2z. x € R,
a,b,c € R. Uvedené feseni ma v +oo limitu, pravé kdyz a # 0. Pro a > 0 je limita rovna +o0, pro a < 0 je limita
rovna —oc.

Piiklad 2: VSechna maximalni feSeni: Stacionarni fedeni o (_E 0)
y = O na R. Dale feeni vzorcem y(z) = log 1iexp{2arctg z+2¢) - 2’

l—exp(2 arctg r+2¢
nebo vzorcem y(z) = log ‘}% definovana na
R, je-li ¢ € (—o00,—%); na (—oc,log(tg(—c))), je-li ¢ €

- . - . ’ Ao ’ —— Fe
(~— 0). Limita v —oc je nula pro sta.(‘lonarm reSeni, log 1—-%;

pro fedeni dand prvnim vzorcem, log W? pro fedeni dana
druhym vzorcem. Limita v +oco je nula pro stacionarni

i . 4eTt+2e ” " #
feseni; pokud ¢ < —3, pak log %ﬁr}? pro reseni dana

prvnim vzorcem, log - —_+§: pro fedeni dana druhym vzorcem;

pokud ¢ = — %, pak +00 pro feseni dand prvnim vzorcem,
—00 pro feseni dana druhym vzorcem. Pokud ¢ € (-3,0),
jelimita v pravém krajnim bodé +oc pro feSeni dana prvnim
vzorcem, —oc pro feseni dana druhym vzorcem.

ce(-3.,0)

Priklad 3: (a) {[u v] € R?:v =0}; (b) {[u,v] € R? : v € (—00,~2) U (=2,0) U (0,1)}
(c) {[u,v] € R?:v=—1nebo v=0}; (d) {[u,v] e R?: v € (-2,-1)}

Priklad 4: y(z) = 1 = na néjakém okoli bodu 7. (Pfesnéji na maximalnim otevieném
—QSin:I:—é-cnsm—;"ESinx—%ﬁ-

intervalu, ktery obsahuje bod 7 a na ném# je v§raz pod odmocninou kladng.)

Priklad 5: Fundamentalni systém tvoii napiiklad trojice vektorovych funkci: [3e**, —5¢%, ¢%7], [3ze2* %g-?”-‘, g% —

5re?®, xe??], [—e”, e*,0]. Nulovou limitu v +oc ma pouze konstantni nulové feseni.
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