5,70,

u/ spo¥itejte p¥fklady v 5,42 pomoci subastituce (pokud je to vyhodné).

Dokaite ndgledujic{ tvrzeni:

- A A
a/ﬂ—{[x,y,z]€E3, ;2‘+b12' +F§1} =

W (22 L4
( + + ) dx dy dz = ¢ 7 abe
AN S 4 2 ’
b/ ll=-{[x,y,z]€E3; x2+3252az, x2+y2+22=3a2}$
.£f./( x.+y+z)2dxdydz = .{’]f(x2+y2+22) dx dy dz
5
_4‘%'3-(18/'3‘ '2%)'

{[x,y,z]ei‘.; Y+efs2, x20, Lyl

5
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]
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A
m

e/ M

fM]f(x2+y2+z2) ax dy dz

4/ M Jje omezena (x2+yz+zz)2=ax2y, z=04ﬁpf—2m2dxdydz=
M

X +y
_ oot
l44 ?
* ' -
e/M={[x,y,z]éE3 x 20, yz=z1, z =1, xyz_l}ﬁ}

./.ZZ'. ewz.xzydxdydz=—§-l

+W
I zavelite substituei x = u = WY g = VAW “
. | y u [ u ’

£/ M je omezena x2+y2+22=4, 22+y2

n

3z %_[/ %z dx dy dz =
M
= By
4
Fubiniovy v&ty lze té% ufit k vypodtu ndkterych integrdld.

lietod&, podle které budeme v nisledujicich piFikladech poatupovat,
se nékdy Fik4 "integrace podle parametru®.

5,T1.

[+ =]
Spo¥tdte integrél I(a,b) = _/ a"""'ﬁ—ax;“‘liﬁ—b-’—‘ ix .

(viz téZ pf. 6,44 . )

H Lehko zjistite viz obdobny pifklad 3,42 - Ze pro a <0, b > 0O

anebo pro a > 0, b < 0 integrdl I(a,b) diverguje. Bud tedy
a>0, b>0 , nechi napf. je b ¢ a .
UvaZujme nfdisledujfci integrdl I ,

. 1 ) .
I=/.Z;l+xzy2dx§y s kde M -{[x,y]é By ; xe€(0,+00) ye(b,a)}
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Funkce - Je spojitd a kladné na mnoXind M , tedy —= s €2,
1+x y2 | 1432 yf
a miZeme pouZit Fubiniovu vétu.
Dostdvéme
I= ff 5 dxdy / ([ —S‘Y-—) ax =
i xz 1+xzy
%0 tg yx y=a * aretg ax-arctg bx -
0 x y-b [ X
= ‘I{a,b) ,
na druhé atrené, provedeme-ll integraci v obrdceném pofadi,
N/ i o
14x° Y o 1+x y x=0
“x
= - = X a
2y 5 log 5 -

Odtud vyplyvd, Ze
= S a
I (a'b) - I - }' - 103 .B [

1 .
V praxi ovdem funkci -3 a mnoZinu ¥ musime nalézt, oby&ejné
1+x°y

postupujeme takto:

arctg ax-arctg bx _ [arctg yx] y=a - / i (arctg yx ) dy =
x x ¥=b “z 7y

=/¢. 122 dy_‘ﬂ

Z  1Hyx

Z uvedendho p¥ikladu bylo vidét, v &em.spodivd metoda integrace podle pa-
rametru. Oklikou piFes dvojny integrdl ae ndm podaiilo spoditat integrdl,
3 kterym bychom si jinak t&Zko vé&déli "rady. Jiné zpdsoby vypodtu téchto
integrdld, pomoci metody derivace podle parametru, jsou uvedeny v ndsle-
dujfcf 6. kapitole.

+
5,72. DokaZte, Ze f ‘——f- dx = log _2—1 pro a €{-1l,+o ),
b € ("1""“’ ) -
” 1/ Zjistéte jako cvifeni, Ze integrdl konverguje, prévé kdy¥ a =, b

anebo a) -1, b -1,

2/Bud -1<¢a < b. Potom
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b.a y=b ¢ y 1
x| [_.;xi’_} .-./L(_L,dy,af,;dy,

losx 1081 y=a a 9 ¥y 1°gx

UkaZte, Ze na integrdl

!Hu@, m={[‘x,y]ez; x € (0,1) ye(a,b)}

-

miZfete pouZit Fubiniovu v&tu, doatanete

£ \
=4fxydxdy=&/ ([ﬂu)w=log;% .

k4

5,73.| Pozndmka:

Specidlni volbou hodnot a,b dostdvime z minuiého p¥ikladu napt.

7 1
f dx=leg2 (b=1, a
7 logx

[]
o
—

-

1
/E- ax=log2 (b =2, a=0), atd.,
logx

kteréZto integrdly bychom asi Jjinak t&Zko poditali.

5,74. UkaZte, Ze

r
'z a+b sin x dx b <
lo . 7 aresin 2 pro 0<(b=Za .,
f 8 ab sin x sinx a PO <

[l A/ Pou?i jte vztahi

7
+ ay
1/ 1og a+b gin x . 1 = 2ab

a~b sin x sinx % a2~ b2y2 ainx

pro 0 ( b £.a ,

! ®
2/ > 22 2 € £N pro M = {[xiy]e Ez;
a=-bysin x

xe(o,g), y €0, },

3// d: > = ;r . Eli pro |A| > |B| .
—Bsinz A

B/ Pouijte téZ% wvztahu
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inx 1 4
-.-l—.log a+b 52&/ _L. N

sinx asb sinx ¢ &% - ysin’x

Jaky bude vysledek pro a =< b <O _?_”

arctg x '
5475, UkaZte, Ze f s dx = ‘%’ . 103(1‘*‘/5.

” PouZi jte vztahld
' ¥
- ay
1/ arctgx =
x ‘[ 1+xzy2 ’

7 dx ¥ at

2/ /) e R
© ey V122 "/. 1% ain’t 2 /1 .J

5,76.| Doka¥%te ndsledujici{ tvrzeni
z

fm e-ax - e-—bxz
a/a 2 &x= JTb - [FTa pro a =0, b=0

W—Poun.jte pFikladu 5,84 , viz té% 6,35_” _

-ax -bx
e - e = 30
b/‘[' n dx 5 log 2 pro a >0, b >0,
® ax -bx
e -e b :
e,ﬂf - = log 2 prc a >0, b>0 ,

, [ log(1+a’x")-log(1+b°x?)

2
x

dx = F (a=b) pro a,b € El ’

z
o0 _a - .
e/f(ep-e;!)dx=/.ﬂ"(b-a) pro a,b € E, ,
0

I‘az-i-bz-t-h_

z
1 b sinx T
f// are t dx == 1o
s -4 > &

a pro a > 0,

b20

7 ab

"_ iixarctg% =f ay
s 7 a® 4-by23:|.n2 _j

Dal3f Zd4st této kapitoly vEnujeme otdzkém konvergeneé a divergence inte-
gréld funkef vice prom¥nngch. DileZitou roli zde bude hrdt vita o substi-
tucl - Jedt¥ jednou si ji sopakujte !
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