Trojny integrél (transformace integrald) - feSene priklady 48

12 Trojny integral - Transformace integralu

/ /(g{\ 111. P¥iklad Spodtéte f;f;f 22 +y2dzdyde, kde 2:1 <2< 2,27 +97 < L.
Refeni Integra¢ni obor  urdeny vztahy 1 < z < 2, z2 + 32 < 1 je valec. Viz Obrdzek 1i.
Provedeme transformaci do véalcovych soufadnic, kde

2€ (0,1},
€ (0,2m),
z€(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integral dopocitame.

Obrézek 41: Q:1<z2<2,22+9%2 <1

/f]&z +y? dedydz = f/ (¢° cos? p + 0% sin® ) - 0 dedpdz = f/f 0® dodipdz =
Q o Q-

1 2m 2 471
3 g or g2 1 T
= o dg-/ dzp-fdz:{_} elg cZli=-2m-1= 5.
/ [Tap. [(ar= |G| el =5 :
<L

(4 g\ 112. PHilad  Spottéte [[] dedydz, kde s ~1 <o < 1,22 0,2 +2 <1

ReSeni Vatahy —1 < 2 € 1,z > 0,92 + 22 < 1 definuji horni polovinu vélce, jehoZ osa splyva
s osou z. Viz Obrazek 2. )

Obrizek 42: Q:—-1<z<1,z>0,32+22<1

Provedeme transformaci do ,valcovych soufadnic®. Transformaéni rovnice jsou tvaru

=1z,
Y= 0cosy,
z = psing.

RNDr. Ji#{ Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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wzili jsme substituci w ;= cost, a tedy dw = —sintdt, F~

EE]
i

Na zévér uvedeme pFiklady na uziti sférickych (kulovych) soufadnic pro vypocet trojného integralu.

H: x=rcostsins

y = rsintsins 0 0<t<2m, 0<s<m.
Z=TCOSS§
Protoze
costsins sintsins cos §
|det D®| = |det [ —rsintsins rcostsins 0 =r?gins,
rcost sins rsintcost —rsins
dostaneme

/f/ flz,y, z)dedydz = //f f(rcostsins,rsintsins,rcoss) - r?sinsdrdtds .
Q 3-1(0)

Poznamenejme, 7e v nékterych u¢ebnicich se uziva odlisny tvar sférickych soufadnic

d: zx=rcostcoss
y =rsintcoss 0<r, 0t <2m, —
z=rsins

<s<

I

b

b 2

pak oviem vychazi |det D®| = r? coss.
Piiklad 8.17:
Vypoéitejte trojny integral

z
—————dxdydz , kde ? = {|z, 2 1<z + re el we i g20,22 0] -
JJ, s o {lo,2 y 20,40, 220,)

feSeni:
Prevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnozinu {2 nam dava 1 < r < 3, z dalsich tfi
podminek dostavame 0 < ¢ < % a0 < s< 3, neboli @~1(Q) = (1,3) x (0, 5) x (0, ). Dosadime a vypocteme

z 7 COS 8
w—dxdydz:/]f ~r?sinsdrdtds =
//L vVt +y? {1,3)%{0,3)x (0, %) \/r2 cos? tsin? s + r2sin® tsin® s
d % 3 ?‘3 3 i k. 13
:/ Tzd?"-/ ldé-/ cossds = {—} -[t]g - [sins]g = 7.
1 0 0 314 3

Priklad 8.18:
Vypotitejte trojny integral

ff/(m2+y2)zdfcdydz kde @ ={[z,y,2); 1< 2?+4°+22 <4, ¥ +9y° <22 220,}.
o

Feleni:
Pievedeme do sférickjch soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu Q nam dava 1 < r < 2. Z druhé
podminky dostaneme r2sin® s < r2 cos? s, neboli | tgs| < 1, coZ spolu s tfeti podminkou dava 0 < s < 7. Na

proménnou ¢ nenf kladen zadny poZzadavek, a tedy 1) = (1,2) x (0,2m) x (0, §). Dosadime a vypocteme

/f/ (z? +y*)z dzdydz = /f/ (r? cos? tsin® s + r?sin® tsin® s) - rcos s - r’sinsdrdtds =
Q (1,2) x (0,2m) x (0, F)

; 2 2 g 21
:/f] _r“sin33cossdrdtds=f T‘sdfr-/ 1dt-/ sin? scossds = —m.
(1,2) % (0,27) % (0, %) 1 0 0 &
R . \.—_\/_d

=21 =27 =
=4 =

[
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']

f_\ 95. Piiklad Spoététe [[[ z dzdydz, kde Q:z =1,z = /22 + 32,
J 2
Integradni obor §2 je kuzel. Viz Obrdzek 2. Obor {} zapiSeme jako oblast typu (z,v,2).

(4
i
- & ReSeni
Plati O = {[z,1,2]; -1 <2 <1, —VI-22 <y < V1-z% /22 +y2 <z < 1}.

Q:iz=1z2=22+4?

Obrézek 25:

1 VI=z? 1 1 Vi—z? 22 1
f//zdxdydz=/ f (f zdz)dy dx=f / {—} dy | dx =
2 1 \JevTmeE M e a\J-vizm L 2] /mri
1 nk Vi—zZ 1 1 l—z
= ff / (1-2?—y*)dy | dz = —/ {y{l —z?) - —ys] dz =
2/ \Jovi= 2.y A
3 73 1

2 1\/"7 x = sint 3 T T
ng;l (l—ﬂl)dx* _1___)_%‘”_,1%%71_ —E'/;%COS tdt—ggﬁ-ﬁzﬂ'

96. Priklad Spodtéte [[f dzdydz, kde Q:z=0,z=1—2" - 2.
0
Integraéni ohor ) je ohranien paraboloidem a rovinou. Viz Obrézek 20. Obor ) zapiSeme

—VI=a22<y<VI-2z2,0<z<1-2% -y}

Resfeni
jako oblast typu (z,y,2) : 2 = {[z,y,2}i -1 <z <1,

a2

¢

Obrézek 26: N :2=0,z=1—2%—3°

1

1 Vi—z? 1—22—y?
f/ dmddeﬁf (f ([ dz)dy) dx:/
& =1 —v1—2z% “Jo -1
4 1 4 3 1
e B OO 1 o O NI o POV
3/;1 (1—z2)"dz 3 8_77 zfr.

[y(l ~g?) = %93] dz =

UM FSI v Brng, 7. 3. 2006

RNDr. Jifi Klagka, Dr.
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8. Dvojnij a trojny integrdl 55

vzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, § -~ ‘/?g a Lo Aéj

Na zavér uvedeme pFiklady na uZiti sférickych (kulovych) soufadnic pro vypodet trojného integralu.

®: z=rcostsins

y = rsintsin s 0<r 0<t<2m, 0<s<m.

Z=TC0SS
Protoze

costsins sintsins cos s
|det D®| = |det | —rsinisins rcostsins 0 =r?gins,
rcost sins rsintcost —rsins

dostaneme

/_/ flz,y, z)dedydz =/ff f(rcostsins,rsintsins,rcoss) - rsinsdrdtds .
2 -1()

Poznamenejme, 7e v nékterych udebnicich se uzivd odlisny tvar sférickych soufadnic

d: x=rcostcoss

) T T
y =rsintcoss 0<r 0<t<2m, —55 SE
z=rsins
pak oviem vychézi =r2coss.

Priklad 8.17:
Vypotitejte trojny integral

z
= drdydz ,kde Q= {[z,y,2); 1<z’ +4*+22<9,2>0,y>0,2>0,}.
S s et {09, 220,y )

FeSeni:
Ptevedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu © nidm dava 1 < r < 3, z dalsich t¥i
podminek dostivime 0 <¢ < Z a 0 < s < Z, neboli ' (Q) = (1,3) x (0,%) x (0, §). Dosadime a vypoéteme

/// - dadyd ff/ Bl -r?sinsdrdtd
—dzdydz = 8=
JJ \/m2+y2 (1,3)x(0,%)x(0,%) \/T2c052ts1n s+ r2sin 2tsin? s

/rdr/ 1dt- f cossds—[—] [t}é-[sins]é:%w

P#iklad 8.18:
Vypoditejte trojny integral

j//(mz +yDzdedydz ,kde @ ={[z,y,2]; 1 <z?+3y?>+22 <4, 22 +y2 <% 2>0,}.

Q

Fesenti:

Pievedeme do sférickych soufadnic. Prvni podminka vymezujici mnoZinu Q ndm dava 1 < r < 2. Z druhé

podminky dostaneme 72 sin® s < 12 cos? s, neboli |tgs| < 1, coZ spolu s tfeti podminkou dava 0 < s < 4. Na
proménnou ¢ neni kladen #4dny pozadavek, a tedy ®~(Q) = (1,2) x (0,27) x (0, §). Dosadime a vypocteme

f/f (2% +y?)z dzdydz = //f (r? cos® tsin® s + r? sin® t sin® ) - rcos s - v sin s dr dt ds =
Q (1,2)x (0,2m) % (0,%)

: . % 21
=/// T5Sin35w33drdtd'9=f T5d”"'/ 1dt~/ sin® scossds = ==
JJ(1,2) % (0,2m) x (0, %) 1 s A 1
N et N, e, e

=21 =27 =1
=2 !
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Trojny integral

r2>0, te{0,2n) (popf. té€ {—mm) nebot € (a,a+2m) proa € R)

a z"elR
Z
T4 2)
0 _
- T T Y
T
Jacobidn tohoto zobrazeni je
cost —rsint 0
J(r,t,2%) = |sint rcost =r (0052 ¢ + sin? t) —

0 0 1

Poznamka 2.20. Substituci do cylindrickych soufadnic zpravidla pouzivame, po-
kud hranice ptidorysu télesa (2, pies které integrujeme, obsahuje ¢asti kruznic. Sa-
moziejmé, Ze vhodnost & nevhodnost substituce ovliviiuje také samotné integrovand
funkce.

Piiklad 2.21. Vypoététe integrdl I = [[[ (z* + y*) zdx dy dz, kde
O

Q:{(x,y,z)ER3: e dey® € LA w20 B $2+y2+z2§4}.

Reseni. Mnozina ) je valec ,sefiznuty“ shora kulovou plochou.

Zavedeme-li vdlcové souradnice
T =7Tcost,
9y = rsint,

7 =2,
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obdrzime omezeni

DErEl, 052527

<2r, 0ZzZv4-—ri

¥

Podle vty 2.18 tedy plati

I= f/f (r*cos't +r*sint) z - rdrdtdz,

Motz

kde
Mrtz:{(r,t,z)ERS: 0<r<1A0St<2r AOZ2E 4—T2}.

UZijeme-li nyn{ Fubiniovy véty (2.10 a 1.22), dostaneme

1 or [ V4—7r?
sz / f (r4cos4t+'r4sin4t)z-rdz dt | dr =
0 0 0
27 1 Va2 o2
=f(cos4t+sin4t) dt-/ rd / zdz dr:/(cos4t+sin4t) dt-
0 0 0 0
1 9 z=\/a——?"g 2m 1 1
f (7'5 {%] ) dT:/(cos4t+Sin4 t) dt - 5/ (4r5mr7) dr =
0 #=0 0 0
i 18 81 f 1 13
=/(Cos4t+sin4t) dt - 5 {—;——%sz(cos‘ltJrsin‘lt) dt - 554:
0 0
27 1 27
3
= (cos4t+sin4t) dt = E/ ((cos%-i—sin%)g—25in2tcoszt> dt =
0 0
13 7 1 13 1 1 4
— cos 4t
= — 1 — = sin® i e o s =
15 ( 2sm 2t> dt 48](1 i ) dt
0 0
2T
13 3, cosdt) . 13 [3 +sin4t 18 B N
= —_— —_ = e— | — = — e = AT = —
48 4 4 48 | 4 16 |, 48 4 32
0

Poznamka 2.22. Rozmyslete si, Ze substituci do cylindrickych soufadnic a Fubi-
niovou vétou dostaneme totéz, jako uzitim Fubiniovy véty a nasledné substituce do
polarnich soufadnic v pfislu§ném dvojném integralu.
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Trojny integrél

2.3.5 Substituce do zobecnénych sférickych souradnic

Necht a,b, ¢ > 0 jsou dand ¢&isla. Uvazujme zobrazeni

z=a-pcospcosd,
y=>b-psinpcosd,

z=c-psind,
kde

p=0, pe(0,2m) (popf. ¢ € (—m,m) nebo ¢ € (a,a + 2m) pro a € R),

e (ﬁ‘g:%)

Podobné jako u klasickych sférickych soufadnic mizeme i zde vypocitat Jacobidn
zobrazeni
J(p,@,9) = abc - p* cos V.

Poznamka 2.25. Substituce do zobecnénych sférickych souradnic se pouZivd, po-
kud téleso €2, pies které integrujeme, ma tvar elipsoidu.

Piiklad 2.26. Vypoctéte integrdl I = [[[ zdx dydz, kde
Q

2,2
Q:{(w,y,z)ERS: %+%~+22§2z}.

Regeni. Podminku %2 4 %‘i + 22 < 22 1ze ekvivalentné upravit do tvaru %13 + % +(z—
—1)% £ 1. Odtud je vid&t, ze €2 je elipsoid se stfedem v bodé (0,0, 1) a poloosami
2,3al.

PouZijeme zobecnéné sférické soutadnice

x = 2pcospcos v,
y = 3psin pcos v,
¥ = e,
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Jacobidn tohoto zobrazeni jg ziejmé J = 6p®cosd. Dosazenim transformacnich

o s 2 s rd o z .
vztahli do podminky % + % + 22 < 2z dostaneme p? < 2psind. Neni tézké si
uvédomit, Ze elipsoid € je pak uréen omezenimi

p€(0,2m), 9€(0,%), p€(0,2siny).

To tedy znamena, Ze

J = /ffpsinﬁ- |J|dpdepdd = ///GpBSinﬁcosﬁdpdtpdﬂ,
M M

M:{(p,tp,ﬁ)ERB: 0SpS2r A Oéﬁég— A O§p§281m9}.

kde

Odtud podle vét 2.10 a 1.22 mame

2T % 2sin

I=/ / /6p3sim90051?dp dd | dp =

o \o 0
z z substituce
pt 2sin? sin?t =u
= i —_— = o 3 — - =
_27r/sm19(20319{ T LZD de 37r/1681n 19 cos ¥ di? cosd dd = du
0 0 00, 21
1
671 1
=487r/u5du=487r {”—} — 487 - = = 8.
6l 6

Jind mo¥nost, jak integral spo&itat, je pouzit ,posunuté” zobecnéné sférické sourad-
nice

x = 2pcospcos,

y = 3psin @ cos ¥,

z=1+4 psind.
Jacobian tohoto zo?razenf je opét J = 6p? cos ¥ a dosazenim transforrgxaénich vztahi

; s . . 5 g w2

do podminky -“;—2+%~+22 < 92z, kterd je ekvivalentni s nerovnost{ Z+%+(z—1)> = 1,
obdrzime p% <1, tj. 0 £ p < 1. Odtud (podobné jako u prvniho zptsobu vypoctu)
dostaneme, Ze

I = f/f(l—i—psim?) - |J|dpdepdd = ff/(l-i—psim?) - 6p? cos ¥ dpdip dd,
N N

kde
N={(pp.NHeR: 0SpSom A —ZSHZT A 0sp<1}.
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Podle vé&t 2.10 a 1.22 pak pro integral I plati

1 27 %
I=/ / /(1+psinq9)-6pzcosﬁdz9 de | dp=
0o \o \-z

1 (3
= 27rf /(6,02 cos® + 6p*sind cos ) dd | dp =

0\

]

3.
=27 / /(6,02 cos® + 3p°sin 209)dd | dp =

AN

1

1 i 1
2 3 4 B 2 p’
= I 6p°sind — 2” cos 21 dp=27 [ 12p°dp = 24~ .=
0 0

o

9=—1

= 247 - — = 87.

W =

A

2.4 Nékteré aplikace trojného integralu

2.4.1 Objem télesa

Necht M C R? je méfitelnd mnoZina. Pak objem télesa. M definujeme pomoci vztahu

A(M)zf//ldmdydz.

Poznamka 2.27. UvaZujme mnozinu T stejnou jako v kapitole 1.6.2. Pak ziejmé
plati V(T) = X(T).

@ P¥iklad 2.28. Vypoététe objem t&lesa M C R? ohrani¢eného plochami

232 yz
BNY ) s L =0.
(z=2f"=—>+35, 2

Redeni. Nade téleso M je ¢asti eliptického kuzele.

(54
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dh
w

Pro vypocet A(M) bude tedy vhodné pouzit v pfislusném integrilu transformaci do
cylindrickych soutfadnic

T =rcost,
y =rsint,
g=Z

Jacobidn tohoto zobrazeni je J = r. Té€leso M v téchto novych (cylindrickych)
soufadnicich popiSeme podminkami (promyslete to!)

€{0,2m), r€{a—b,a+b), z€<—\/bz—(r—a )2,/02 — (r —a) >
Proto (vzhledem ke vétam 1.22, 2.10 a 2.18) pro objem télesa M plati

27 a+b \ 52_(7"'3)2

/M//‘ldzdydz=0// / rdz | dr | dt =

a=b \_\/2—(r-a)?
substituce
b r—a=u .
= D25 /7' b2 — (r—a)?dr = dr = dy =47rf(u+a)\/b2—u2du:
Yl a—b— —b %
a+b—b
b
uyV b — u? du+47ra/v52u2 du—87m/\/b2—u du =
N1 hché vu sudd v u
substituce x i
2 2

du = bcos sds
(0, b 5

= | g beoweds | =870 [ VP - BsinTs beossds = snat? [ costsds =
0

[SIE]

1 9
— 8rab? / * e Bpal?

0
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Trojny integral

Poznamka 2.29. V piedchozim pifkladu bychom také mohli postupovat tak, Ze
bychom (pro vhodné a, b) zavedli tzv. zobecnéné cylindrické souradnice, tj.

T =a-TCcost,
y=>b-rsint,

2= =i,
kde

r20, te{0,2m) (popf.t€ (—m, ) nebot € {a,a+ 2m) pro a € R)

a z'elR.
Jacobian tohoto zobrazeni je
acost —arsint 0
J(r,t,2*) = |bsint brcost =ab-r (cos’t +sin®t) = ab -1

0 0 1

Domaci cviceni 2.30. Pokuste se vyfeSit pfiklad 2.28 pomoci zobecnénych cylin-
drickych soufadnic (viz poznédmka 2.29).

Piiklad 2.31. Vypoététe objem télesa M ohraniceného plochou (anuloidem)
2 L
(\/$2+y24a) +22=0 (0<b<a).

Resend.

afb\i/a—o—b Y

Vime, Ze pro objem télesa M plati A\(M) = f f [1dzdyd-=. Rezem télesa M rovinou
M

z = 0 je mezikruzi zndzornéné na obrazku niZe.
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Jakobian transformace je

1 0 0
J=|0 cosep -—psing |=p.
0 sing pcosg

1 1 T 271
/ffdmdydz://fgdmdgd:p:] dar;-f ng-/ dcp:[:c]l_l-[gr} ~[50]g:2'1-71'=11’.
J o =1 0 0 2 ] 2

113. Piiklad Spodtéte [[f /2% + y2dzdydz, kde Q: 2z +3° <z < 1.
Q

Redeni Oblast Q je téleso, které je zdola ohrani¢eno paraboloidem z = z2 + y? a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrazek 43.

o

X

¢

Obrazek 43: Q:z?+3y2<z<1

Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde

(01 )?

ff/ Vz? +y? dzdydz = ]// \/gzcosﬁcp—l— o?sin ¢ - o dodpdz =
o a
1 pom pl 1 som :
= [ ¢ aetpaz= [ ([7([, ¢ azprte= [ ([ ¢l aprio=
0 0 I 0 J0

nt

1 2m 1 . 1 1 1 2 4
=f (/ 92(1—92)61@)659:] o*(1— 0[5 dQ_QW[ o —395} =2 — =
0 0 0 0

114. Piiklad Spoététe [[[ z dzdydz, kde Q:0 < z <4 — 24/z% + 32
a

ResSeni Oblast Q je téleso, které je zdola ohranideno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
z =4 —2y/x2 +y2. Viz Obrazek 44.
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic
€ (0,2),
€ (0,2m),
z € (0,4 —2p).

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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2.3.4 Substituce do sférickych souradnic

UvaZzujme zobrazeni

z = pcospcost,
y = psin pcos v,
B pisinay

p20, @e(0,2r) (popf. p € (—m,m) nebo ¢ € (o, +2m) pro o € R),

e <_%= %)
o (245 2)
7 i
o)/ N9
('OJ\\ T

Nyni pifm§m vypoétem (rozvojem podle posledniho fadku) uréime Jacobidn tohoto
zobrazeni. Plati

cospcos’d —psinpcos?d —pcospsiny
J(p,p,¥) = |sinpcosd pcospcosd —psinpsind| =
sin o 0 pcos
— sin® (p?sin ¥ cos ) + pcosd (peos®9) = p? cos ) (sin® I + cos’ ) = p? cos ¥

Poznamka 2.23. Pro substituci do sférickych soufadnic se zpravidla rozhodneme,
pokud hranice télesa 2, pfes které integrujeme, obsahuje ¢dsti kulovych ploch.

@ Piiklad 2.24. Pro a > 0 vypodtéte integral I, = [[[ (z® + y* + 2*) drdydz, kde
Qq

Qo = {(2,1,2) €R®: 2® +¢* +2° £ 2az A & +y* £ 3%},

Redeni. Podminku z2 + 2 + 2% < 2az lze upravit do tvaru z2 4+ y* + (z — a)* < @*,
Mnozina 2, je tedy primnikem koule (se stfedem v bod& (0,0,a) a polomérem a)
a rotac¢niho kuZele (viz obrazek).



2.3 Trojny integrdl na méritelné mnoziné

2a4 : 2?4?42 = QGZJ

e

I
-
<

=]
=
R~

Zavedme sférické soutadnice
T = pcospcosv,
y = psingcosv,
z = psind.

p20, ¢e(0,2r) a de{-5.%)
Dosazenim transformacnich vztahti do podminek
P+y*+22< 2z a z°+1° £ 327
obdrzime
02 < 2apsing A p*cos?d < 3p?sin’ 9,
odkud dostaneme (p = 0)
p < 2asind A cos’d < 3sin® 9.

7 prvni nerovnosti obdrzime 9 € (0, Z) a z druhé nasledné cos? = v3sin¥. Celkem
tedy mame

pe(0,2m), de(%,%), pe€(02asind).
Z vét 2.18, 2.10 a 1.22 pak plyne

s

2a sin

I

2r

59 2asind
Ia:/ / ] p? - pPcosddp | dI dgo:ZW/cosﬁ‘ {%] dd =
0o \z 0 z =0
z substituce 1
== cos?-2°-a’-sinddd = el = —?-3263 uw’ du =
% 22, 21 3
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12 Trojny integral - Transformace integralt

111. Pfiklad Spoététe [[[ 2® + y?dzdydz, kde Q:1< 2z <2,2° +¢° < 1.
o

Redeni Integracni obor £ urdeny vztahy 1 < z < 2,22 +y? < 1 je valec. Viz Obrézek 41.
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic, kde

o € (0,1),
¢ € (0,2m),
z € (1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integral dopoéitédme.

Obrdzek 41: Q:1<2z<2,22+42 <1

///$2 + 32 dzdydz = ff/(@g cos? @ + p° sin® p) - p dodipdz = /// 0® dpdpdz =
o Qr Qs

13 27 2 941 . e 5 e
- ng»-/ d / dz:[#} el )y =2 1= <
/ T [Ca= %] 1= -

112. Priklad Spoctéte [[[ dzdydz, kde Q: -1 <z <1,z>0,p*+2* <1
Q

Regeni Vztahy —1 < z < 1,z > 0,92 4+ 2® < 1 definuji horni polovinu vélce, jehoZ osa splyva
s osou z. Viz Obrazek 42.

Obrazek 42: Q:-1<x<1,22>0,92+22<1

Provedeme transformaci do ,vélcovych soufadnic”. Transformaéni rovnice jsou tvaru

=z,
Yy=opcosyp,
z = gsinp.

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brné, 7. 3. 2006
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Jakobian transformace je

1 0 0
J=|0 cosp —psing |=yp.
0 sing pcosy

. 1 1 ™ 2771
f/ dzdydz:/f/gdmdgdtp=/ d:c-/ gd@-/ dp = [x]}, - [Q—] v[go]g=2-l-7r:7r.
J J. L 0 0 2o 2

113. Piiklad Spoctéte [[f /2% + y2dzdydz, kde Q:z? +3* <z < 1.
Q

Reseni Oblast © je t&leso, které je zdola ohranideno paraboloidem z = x2 + y? a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrazek 43.

%

X td

Obrazek 43: Q:z?+42<2z<1

Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde
(0= 1),
(0, 2m),
(9 1)

/f/ Vx? 4+ y? dedydz = [/f \/92 cos? o + g2sin? ¢ - p dpdpdz =
o Q-
1 p2r gl 1 2 -
= f]f o® dodipdz = f (/ (/ 0% dz)dyp)do :/ ([ 0% [2],2 dp)do =
o Jo e? o Jo N

*

1 211’2 . 1 B 1 1 2 4
- [([7ea-P o= [ #a- el do=2n[300- o] =2 =g

0

114. P¥iklad Spoététe [[[ z dzdydz, kde 0:0 < z <4 —24/x2 + 42
Q

Reseni Oblast € je téleso, které je zdola ohranideno rovinou z = 0 a zhora kuZelovou plochou
z =4 — 2y/x2% + 92, Viz Obrazek 44.
Provedeme transformaci do valcovych soufadnic
€ (0,2),
w € {0, 2m),
z € (0,4 —2p).
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Obrazek 44: Q:0< 2z <4—24/z% +¢?

4-2p

// z dzdydz = f// zp dpdipdz = fog(/:w(f:_h zp dz)dy)de = fol(/jﬂ {?]0 o dp)do =
Q

Q=
1

1 2m . 2 , 16
:gf {/ (4 —-20) @dw)da}:ﬂf (4-20)°0do= -
o Jo 0
115. Priklad Spoététe [[f z4/22 + y%; dzdydz, kde Q: 2 =0,z =3,y > 0,22 +y% — 2z = 0.
Q

Refeni  Vztah 22+y% = 2z upravime na tvar (z—1)2+y? = 1. Odtud a ze vztahii z = 0,2 = 3,y <0
plyne, Ze Q je polovina vélce. Viz Obrazek 45. Provedeme transformaci do vélcovych soufadnic, kde

0 € (0,2c080),
m
0. —
p € ( ,2>,
z € (0,3).

Obrézek 45: Q:2=0,z=3,y > 0,22 +3?> -2z =0

z 2cos @ 3
/:/fzxfﬂ + 4?2 drdydz = f/f zo? dedypdz :] (f (/ 20° dz)dp)dp =
= i o Jo 0
5 2 cos 3 T r 3q2cosg z
= /2 (] ['1“272] o* do)dy = g/ [&] dp = 12]2 cos® p dy = 8.
o Jo 2 1o 2Jo L3Jo 0
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13  Aplikace vicerozmérnych integrali

121. Pi#iklad Spodtéte obsah rovinného obrazce M ohrani¢eného pfimkamiy =z, y = 3z a kiivkami

z? 4+ 9% = dz, 2% + % = 8z,
Nejprve provedeme Gpravu rovnice z2 + ¢?> = 4z na tvar (z — 2)% + y? = 4. Podobns
z? + 3% = 8z upravime na tvar (z — 4)? + ¢? = 16. Odtud plyne, Ze zadané kiivky jsou kruZnice. Viz

Reseni
"¢ =23
~

Obrézek 51.
/!
" S
0% ¢ N
'\\ \

/
o
of7" N .
L 4 -
M=xgh 2 4 8 X
2 IS /
/N o
N
\_\‘_#’/

Obrazek 51: M:y =z, y =3z, z° +y* = 4z, 22 + 3° = 8z.
) Yy

Obsah obrazce M uréime ze vztahu S(M) = [[ dzdy. ProtoZe Q je &isti kruhu, provedeme transfor-
M

maci do polarnich soufadnic. Transformovénim jednotlivych rovnic ziskdme, Ze

T T
o s
1=%=3
dcosp < p < 8cosy
Plati
' 5 Bgone 1 5 978 cos
/j dwdy:]jgdgdw:f (/ Qd.@)dtp=§/ [0°] 4 cosp A9 =
s I 4cosy 5

M
£ 1 1. T
(1 +cos2¢p) dp =12 t,o+—2-sm2<,o =743v3—6.

T

3 3
=24/ cosﬂodgo:?élf =
% I

4
122. Piiklad Spoététe objem télesa Q uréeného vatahy 2 + 9% < 22,1 <22 +42 +22 < 4,2 > 0.
Reseni Oblast € je ohranidena kuZelovou plochou z = /z2 + 32 a dvéma kulovymi plochami
Viz Obrézek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde

0€(1,2),
@ € (0,27},

m
¥ € {0, Z).
Objem té&lesa Q) uréime ze vztahu V(Q) = [[[ dzdydz.
o

2 2T {1-‘
// dxdydz=/f/g25m-ﬁ dgdzpd"t?:[ 0° dg-f dt,a-/ sind dd =
1 V] 0
Q

ﬂm

2

# A 2—+/2

Q—} ]2 - [~ cos V)¢ = 5 - 27 - 2\f = gfr(Z -2).
1
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Obrazek 52: Q:z? 492 <221 <2? +¢y% +22<4,2>0

123. Pfiklad Spoététe objem télesa Q uréeného vztahem /22 + 42 < z < 6 — (22 + y?).
Refeni Oblast 2 je ohranitena zhora paraboloidem z = 6 — (z2 + y?) a zdola kuZelovou plochou
z = /22 + 2. Viz Obrazek 53. Musime zjistit, v jaké vySce se paraboloid s kuZelem protnou. VyfeSime

rovnici /22 + 32 = 6 — (22 + »?). Mame 22 + 32 + /32 + 4% — 6 = 0. Zavedeme substituci z = z* + 3.
Odtud 22 +z—6 = 0 a (z — 2)(z + 3) = 0. Refeni z = —3 nevyhovuje. Plati tedy z = 2. Ve vysce
z = 2 protne paraboloid kuZel v kruznicim z2 +y? = 4. Provedeme transformaci do vélcovjch soufadnic.

7 pfedchoziho plyne, Ze
0 €{0,2),
@ € (0, 2n),
2E g, B—a"Y.

Objem télesa  uréime opét ze vztahu V() = [[f dzdydz.
)

%
6
] V)
T T )T

Obrazek 53: Q: /22 +142 < 2<6— (22 +47)

/9/ dzdydz = /Q/] o dodpdz = /02(/0%(]:—& o dz)dp)do = f:(/:ﬂ [2915"92 dyp)de =
2

1 1,1 32
= 2“/ (60— ¢® — ¢*)de =27 |30 — 70" - 79“} =
0 3 4 6 3

124. Priklad Spoététe velikost povrchu &sti paraboloidu f(z,vy) = 1 — 2% — 4?2, kde f(z,y) > 0.

Reseni  Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vztahu S = [f, (/14 (f1)? + (f;)? dzdy, kde

M je kruh z? + y? < 1. Spotteme parcidlni derivace. Plati f;, = —2z, f; = —2y. Dosadime do vySe
uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kde

o< (0,1),
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