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Teorie

Postup výpočtu
∫
M f(x)dx

1. volba substituce

2. výpočet Jϕ

3. ověřeńı předpoklad̊u věty (hlavně

regularita)

4. určeńı φ−1(M)

5. výpočet integrálu
∫
ϕ−1(M) f(ϕ(t))|Jϕ(t)|dt

Př́ıklady

1. ∫
M
x2 + y2

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ z ≤ 2;x2 + y2 ≤ 1}
válec, cylindrické

2. ∫
M

z√
x2 + y2

dA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9;x, y, z ≥ 0}
osminka koule (rozd́ılu dvou kouĺı), sférické

3. ∫
M
z dλ

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z2 ≤ 1, z > 0}
kužel, cylindrické

4. ∫
M

(x2 + y2)zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, x2 + y2 ≤ z2, z ≥ 0}
kužel v kouli, sférické

5. ∫
M

(x4 + y4)zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ 1, z ≥ 0, x2 + y2 + z2 ≤ 4}
válec v kouli, válcové
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6. ∫
M
zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; x2

4 + y2

9 + z2 ≤ 2z}
elipsoid, sférické s posunut́ım

7. Spočtěte objem tělesa ohraničeného plochou (anuloid - torus) kde M := {[x, y, z] ∈
R3; (

√
x2 + y2 − a)2 + z2 = b2}, 0 < b < a.

donut

8. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy

M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 16;x2 + y2 ≤ 4y}

Vivianiho okénko, cylindrické

9. ∫
M

√
x2 + y2dA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z ≤ 1}
parabolický kužel

10. ∫
M
x2 + y2 + z2dA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 2az, x2 + y2 ≤ 3z2}
kornout se zmrzlinou, sférické

11. Spočtěte mı́ru množiny M kde M := {[x, y, z] ∈ R3;−1 < x < 1, z > 0, y2 + z2 ≤
1}
položený válec

12. ∫
M
zdA

kde M := {[x, y, z] ∈ R3; 0 ≤ z ≤ 4− 2
√
x2 + y2}

kužel na podlaze

13. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy kde M := {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z2, 1 ≤
x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≥ 0}
muffin, sférické
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14. Spočtěte objem tělesa určeného vztahy M := {[x, y, z] ∈ R3;
√
x2 + y2 ≤ z ≤

6− (x2 + y2)}
trochu jiný kornout se zmrzlinou

Bonus

15. Určete hmotnost krychle o straně 2a. Hustota krychle je př́ımo úměrná čtverci
vzdálenosti od pr̊useč́ıku tělesových úhlopř́ıček a ve vrcholech je rovna 1.

16. Určete hmotnost koule o poloměru a. Hustota koule je př́ımo úměrná vzdálenosti
od středu koule a na povrchu je rovna 1.

17. Přǐrad’te rovnici obrázku.

(a) {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ z ≤ 2;x2 + y2 ≤ 1}
(b) {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z2; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4; z ≥ 0}
(c) {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 ≤ z ≤ 1}
(d) Ohraničeno plochami z = 0, z = 3, x2 + y2 − 2x = 0 a nav́ıc y ≥ 0

(e) {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 1; z ≥ 0}
(f) {[x, y, z] ∈ R3; 0 ≤ z ≤ 4− 2

√
x2 + y2}

(g) {[x, y, z] ∈ R3; 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4, z ≤ 0}
(h) {[x, y, z] ∈ R3;x2 + 4y2 + z2 ≤ 4}
(i) {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ z}
(j) {[x, y, z] ∈ R3;

√
x2 + y2 ≤ z ≤ 6− (x2 + y2)}

(k) M = M1 ∪M2, kde M1 = [0, 1]× [0, 1]× [0, 2] a M2 = [0, 1]× [1, 2]× [0, 1]

(l) {[x, y, z] ∈ R3;−1 ≤ x ≤ 1; z ≥ 0; y2 + z2 ≤ 1}
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

(j) (k) (l)
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