V2or |
M3 Dl e e x §

“x:\ﬂ .(,5;04 7 L((if’lo() (i (Y‘é)
3-‘-?‘ v : “
o &l 2m) Ciloem Vx(o0) = |
P (o ) 2\ § [oes) x 308§
H‘B;V\D ¢ o’ & ("lr( iﬁ) . : 7 7
j‘f’(k‘ *)‘V
L(;'(M) . ozbhisrvun x 4
- = ] R

\“ o ohx o ‘pf"l‘ (' ohrod & =
" x?,ga? j N m 3
@ (H)
Wy W
o f i
7 1 odrdw = | cwa = d
qq/Z 5 : “Fit
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k¥ivkou staci pocitat obsah pouze té ¢asti M, kterd lezi v prvnim kvadrantu a
viysledek nésobit ¢tyfmi. Pro vypocet integralu pouzijeme substituci do polarnich
soufadnic. Dosazenim (4) do nerovnice uréujici M dostaneme
0 S (.’1’:2 +y2)2 S CE2 - yQJ
0 < r* < r2(cos? ¢ — sin? g),

(7) 0 <7 < y/cos? ¢ — sin® ¢ = y/cos 24.

Z podminky (7) dostdvame 0 < r < \/cos2¢ a dile

T 37 5w

il

Podle pfedpokladu poéitdme obsah pousze té ¢asti M, pro kterou jex > 0ay = 0,
t].

f]

=]

(8) cos2¢ >0, tj. ¢€ (-

cosd > O0Asing>0=¢e <0%).

Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0, ). Potom

w/d [ Jcos2d m/4
u(M) = /dA:zif f rdr d¢=2fcos2¢d¢=1-
M 0 0 :

| P¥iklad 1.27. Vypoditejme dvojny integrdl

/(3:2 +9%)dA,
M

2

_!}:de M= {(Ll;‘) ER =< l}_

Regdeni: Protoze v tomto piipadé je mnoZina M ohranidend elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouZit substituci pomoci zobecnénych polarnich soutfadnic

(9) r=arcosp, y=>brsing a‘J = abr, I

V zobrazeni (9) (uvaZovaném na mnoZiné (0,+o0) x (0,27)) ma elipsa
z?/a® +y?/b* = 1 rovnici r = 1.

P¥i v¥podtu integralu opét staci, budeme-li integrovat pouze pies ¢ast M, kterd
lezi v prvnim kvadrantu. PouZitim substituce (9), kde a = 3, b = 2, tj.

7 —

| © = 3rcos ¢, y=27"sh;(;;5_aj:6fr, (
el

a dosazenim do M (za podminky z > 0, y > 0) dostaneme

erel, Oxpx

ro| =



f/‘ :
/f l...
4 ]
i -
{ i
1 T
R = 1
\ -3
\(‘V\M\"‘“m ;
— gl :
Obr. 11 il
Odtud
. /2 1
p(M) :/ (1"2+;z,r2) dA = / / 9'r cos? ¢ + 4r?sin (/)) 6rdr | d¢ =
M o \o
/2

= 6/{(9cmd¢: = ?ﬂ'
0

Priklad 1.28. VJpocv,tejme obsah édsti kuZelove plochy z = +/x% + y?, kterou z ni
vytne parabolicky vdlec 22 = 2z (Obr. 12).

Reseni: Vime, e pro obsah S plochy P, kterd je ¢asti grafu funkece z = f(z,y),
(x,y) € M plati

10 s= [+ (E) + (%) aa

V naSem piipadé je plocha &asti grafu funkce f(z,y) = +/2? + y%. Hranici mno-
#iny M najdeme jako (pravothly) priimét primiku ploch z = /22 +y2 a z* = 2z

do roviny z =0
Var = a2+, b, @y =22, 2=0.

M= {(:zt.,y) eRZ:(z -1 +¢% < 1} ;
Mnozina M je tedy kruh se stfedem v bodé (1,0) a polomérem 1. Déle je

Of(zy) @ of(x,y) _ v

or o /2 + ,yE i ay 12 + yQ

Je tedy




J

1.4 Dvojny integral na mdfitelné mnozing

21

] T ) E
Pfimym vypoctem zjistime, 7e

cost —rsint

3 o . 4
. = rcos’t +rsin’t = r.
sint  reost

Jirt) =
Poznamka 1.35. Tuto substituci lze zpravidla s ispéchem aplikovat v pFipadech,
ze hranice mnoziny M., pres kterou integrujeme. obsahuje ¢dsti kruznic. Vhodnost
této substituee viak také zdvisi na integrované funkei.

T .
| Priklad 1.36. Vypodiéte intogral [ = [ xdrdy, kde

M

M={(z.y)cR: 220Ay20A1 S+’ £4].

—-

Reseni. Mnozina M je Ctvrtina mezikru#i se stfedem v poddtku a s poloméry 1 a 2.
Y.

Bude proto vhodné zavést polirni soufadnice
S
|z =rcost, y= rsint}

(J(r.t) =7).

Pokusime se tedy mnozinu M popsat v téchto novych souradnicich. Vzhledem ke
geometrickému viznamu proménné ¢ snadno dostaneme prvni omezeni 0 £ f £
= 5. Nyni si pfedstavme, Ze tihel ¢ je zafixovan a zkoumejme, jak se mize ménit r
(vzdalenost od pocatku). Z obrazku vidime, ze¢ 1 £ r £ 2. Proto plati

M= {(rcosi:f‘sint) cR2. 05t g Al1ZEr=s 2} : (1.2)
Polozme
Q. = {0, +00) x (-7, 7)
a

ﬂff,.,_-:{('r:t)gﬁz: ogtgg Al grgz}.




fiLdy

&

22

Dvojny integral

)

M,

@ x
T

T
| Véta 1.30 (s vyuzitim poznamky 1.33) dava

s

! n

.\ 3 2 z g Z

i I::f (/-rcos!..- Jln by drr ] di== /( r2costdr | dt =

i S——— . .

‘ 0oV r 0 '3

| 2 J,T \ 42

- . . : = 7
’ = /"r"2 dr |- { [costdt = |5 - |einiE = -
! ; \ } 31, 3
1 1 0 '

R

Pozndmka 1.37. Pokud bychom omezeni (1.2) nedokdzali sestavit na zakladé ob-
razku, muscli bychom ho ziskat vypoétem - a to tak, Ze transformadni vztahy

xr—=reost, y=rsint

dosadime do nerovnosti. jimiz je mnozina M zadana. Pfitom pfihlédneme k tomu.
zer=20ate {—m ).

V nasem pfipadé bychom dostali

reost 20, rsint20 a 1= r’cos’t +rsin® L= 4.
7«2

Z posledni podminky (a7 2 0) ziskdme 1 < r < 2 a z prvnich dvou poté dostancme

cost = 0 a sint 2 0. odkud (vzhledem k ¢ € {(—m, 7)) plyne, Ze ¢ leZf v prvnim
kvadrantu, tj. 0 <t < 7.

Priklad 1.38. Vypoététe integral 1 = [[ '{};‘;‘g‘_ﬁ;{j@ daz dy. kde
M :

V3

Mm{(:z,y)e]Rz: Y <y<ara :55:52+y2§3:£} \ {(0.0)}.
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Provedeme transformaci do polirnich souradnic. Protoze pro kazdé (z.y) € M plati
z>0ay>0,zcvztahlii z = reost. y = rsint (ar 2 0, £ € {0,27)) plyne t € {0, g)
ar > 0. Z podminky % < y £ 2z plyne

reost

75

< rsint < 2rcost,

odkud

i
V3T T T
tj. t € (7. arctg 2). Podobné. z podminky # £ 22 + 4* < 3z obdrizime

; ; 5 o 9 .
reost S z“z cos? t + r2 sin? 4 < 3rcost,
W

2

2

co7 dava nerovnost cost = r < 3cost
Polozme
Q. = (0,-+00) x (0, 27)

My={(r.t)eR* te (%, arctg2) A cost S S 3cost} .

r
r=3cost
s =
r= cost
6~ T t



=

(s

e

/

24

Dvojny integrél

Podle véty 1.30 a Fubiniovy véty |22 mame

arclg 2 ; 3cost

arctg?2 , 3cost

! 1 1

I= — ———— - rdr | df = / —dr} dt=
/ ( (r?cos?t + r?sin® 1)? / ( I ‘

z cosi z cost
arctg 2 . arctg 2 arctg 2

o L di= / 1 ( : : = / - dit=
h . - T 2 \9cos?i cos?i o 9 cos?t

4 et 4 7 4 V3 8 43

= - [tgt]¥7E? = - (tg(arctg2) ~ t »««-)_~(2-»~~- = g

5l = 5 (vetarcte?) ~ te ) = 5 3)707 o

= A

Domaéci cviceni 1.39. Pokuste se na omezeni
te(Z.arctg2) a cost=r = Jcost

z predchoziho prikladu prijit pouze na zakladé geometrické tivahy.

1.4.4 Substituce do zobecnénych polarnich souradnic
Tentokrat uvazujme substituci

T =a-7cost,

y=1Db-rsint,
kde a. b > 0 jsou konstanty, r = 0at € (0. 2n) (popf. t € {(—7,7) nebo t € {ev, a+27)
pro o € R).
Piimim vypoltem opét zjistime

acost —arsint

. =ab-rcos’t+ab-rsin®t =ab-r.
bsint  breost

Jpt) =
Poznamka 1.40. Substituci do zobeenénych polarnich soufadnic zpravidla pouzi-

vame, pokud hranice oblasti, pfes kterou integrujeme, ma elipticky tvar (a, b isou
poloosy zminéné elipsy).

Priklad 1.41. Vypodtéte integral [[(z — 2y) dudy, kde
M

il
M:{(;z:,y}e]RQ: %+y2§} A Of.rfmg}

Reseni



p—

(SN ARE R

LEELL

(hfretas e

IRAANN] Jbl bl

Reseni: Mnozina M je dana nerovnicemi

ti.

(1)

rLyfaxtiNl—c<y<2—~ux,

0<y—-z<1Al<y+z<2

Zvolme nyni substituci 4 = y — r a v = y + 2. Dosazenim u a v do (1) dostaneme

0<u<1

Ze zvolené substituce si vyjadiime x —

Jakobidn.

Dosazenim do integralu za z a y a dile J = § dostaneme

gz Oz
J= % % =
du v

%(‘é} —u)ay —

[T T

ANl <y <2

1
!
d

1igs ) a snoditane
3(v + u) a spoditdme

2 13 1 1 2 I )
/42:3; dd = / / (v —u){u+v)=dudv= = / f (v? — u?)dude = 1.
- v Jo 2 25 Jo

M

rikl .22. Vypoéitegme dvcing integrdl
Priklad 1.2 ypocitejme dﬁ@gn?y mjﬁcgﬁz___h

| /wﬁy? dA,

A

kde M = {(z.y)eR?*: L <y <z <y<az]

Reseni: Mnozina M je dana nerovnicemi

tj.
(2)

1

Il <oy <2A1<L
_-——-‘-----______1

3 ‘
=X £ —NER PE 5
o ) T

1
L)
5

Zvolme nyni substituci/u = zy a v = ¥ /Dosazenim u a v do (3) dostaneme
| - | d

1<u<y

Al<v <2
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]

g C e | u | - i -
Ze zvolené substituce si V}ﬁ]ad'rm‘ieJ::}: 2= \/ - la Y =| V’ftﬂ spocitame Jakobidn.
| ‘ 4
| | |

TS | | M
P
bz Oz 1,1 1w
J o ? v 25 un 2 »? i _1__
ST % % T 1w lgw, T oo
Ou B 27 wv 27wy =
Dosazenim do integralu za z a y a déle J = S dostaneme
m
3 2 1 2 < ¢
o U 13In2
wry*dA = ——dvdu = ;
) 1 1 2w 2
M —

Poznamka: Pii feSeni predchoziho piikiadu byl asi nejpracnéjsi vipodet Ja-
kobianu. Pri jeho vypodtu jsme si ale mohli usnadnit prici, kdybychom vyuzili
vlastosti regularniho zobrazeni a zobrazeni k némm inverzniho., Plati totiz

) PR A

/| J(x{u, v), y{u, v))

Prou=zy v= - je tedy
xr

Ju "
Jry)= & 8 = _4g 1 ==
dz Oy 2 =z T

, u = -
Dosazenim za z = \/ — a y = y/uv pak dostdvime J{z(u,v). y(u, v)) = 2v. Odtud
v ’

péi’k
]( . U) .
«. o .

Priklad 1.23. Vypodcitejme dvcjng integral

1
y
]:I::{d/ll

M

)

PESTF R &

I

kde M = {{(z.y) erR?: 2 <y <

8w

Redeni: Mnozina M je ddna nerovnicemi
2 3 B
—<y< —Az <y <2z
x & '
£].

2
(3) o<ay<ini<? <o
£

Zvolme nyni substituci v = zy a v =

2
Yy p e
= Dosazenim u a v do (3) dostaneme
T

2<u<ld Al1<w <2,
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y = y/uv a spocitame Jakobian. Pro

vipocet Jakobianu pouZijeme predchozi pdznémku. Je tedy

du  Ju D2

o) . Oz Oy _ g & oy
Hzy)= 5 & = _w oy T
Jx dy xd T £z

3
Dosazenim za z = \:/H y = Juv pak dostavame J(z(u. v), y(u. v)) = 3v. Odtud
pak
. 1
Ju,v) = —.
(v,v) 3u

" ’ . o ] 1
Dosazenim do integrdlu za z ay a ddle J = T dostaneme
v
5In2
M —— fh, du = ——.
, 3w 6
M

| Priklad 1.24. Vypodéitejme dvejny integrdl

/ Va2 4 y2dA,

M

sz:de M={(z.y)eR?:1<z?+? <4Az <y<+3z).

Regeni: Pfi vipoétu tohoto integralu pouZijeme substituei do polarnich soufadnic
(4) E=rrosd FY=Fang ad==r

V naSem piipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (n/4,7/3) jak
zjistime dosazenim za x a y z (4) do nerovnic popisujicich mnozinu M

1<2?2492 <y, z <y < V3,
1 <ricos? ¢+ risin?¢ < 4, reosd < rsing < v3rcos e,
LEr<2, 1<tgg <3,

™ L T
1Z29= 3.

Pouzitim véty o substituci ve dvojném integralu a Fubiniovy véty pak dostaneme

w/3 2 x /3
372
/\/$2+‘y2dA = /\/_frdA’- / rdrdo—/ {;}J de =
A /4 /4 oo
”rrf'ﬂ
i 7
w/4 —_—

Priklad  1.25. Vypocileyme cbjem  télesa, které g chranicemc  plochami
EhP=rty 2=z yaz==0.
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postupné dostaneme
0 < r?(cos® ¢ + sin® ¢) < r(cos ¢ + sin ¢).
0 <r < (cos¢ +sin ¢).

Z podminky 0 < v < cos ¢+ sin @ pak plyne -7 < ¢ < q{ Odtud

Infd | cosdlsing

/(w+y)dA = f / (r*(cos ¢ +sing)) dr | d¢ =

M —x/4 0
3z/4
1 s el N
= - (cos ¢+ sing)” d¢p = —
3 ‘ S 2
—mf4

V tomto pripadé je viak vipodet posledniho integralu slozitéjsi nez pii substituci

(6).

Obr. 10

r
| Priklad 1.26. Vypoditejme cbsah mnoFing M, ktcrd je chranicend lemniskdtou

‘i‘__“(:z;2 + 122 = a2 — y? (Clr. 16).
Redeni: Pro obsah mnoziny M plati
p(M) = / dA,
M
kde v nasem pripadé je
I a= {(z,y) eR?: 2> +¥)* < 2* — 4*}.

Z rovuice lemniskaly je vidét. Ze tato kiivka je symetrickd podle osy z i podle
osy y (je sudd v obou proménngch). Pii vypodétu obsahu plochy ohranidené touto
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kiivkou staéi pocitat obsah pouze té ¢asti M. ktera lezi v prvnim kvadrantu a
vysledek ndsobit étyfmi. Pro v¥podet integralu pouzijeme substituci do polarnich
soufadnic, Dosazenim {4) do nerovnice urcujici M dostaneme

0< (@ +y°) <2 -y,

0 < r* < r%(cos? ¢ —sin® ¢)

3

(7) 0<r< \/ cos? ¢ — sin® ¢ = \/ cos 2.

Z podminky (7) dostavame 0 < r < /cos2¢ a déle

T 7 3T 5w
—, ) U e, o
47 4 404

\

(8) cos2¢0 >0, tj. &€ )

Podle predpokladu poéitame obsah pouze té ¢asti M, pro kteroujex > 0 ay > 0,
t].
; - , s
cosg = D Asing = 0= ¢ e {0, 5)

Spolu s (8) tedy dostavame ¢ € (0. 7). Potom

/4 { os 20 \ n/4
w(M) = f dA = 4] / rdr  do = 2/(305295(1@ =]
M 0 \ i } 0 =
Priklad 1.27. Vypoéitejme dvcing integrdl
/ (2% + %) dA,
M

kde M = {(:r:,y)e]Rgz%2 i % < 1},

Reseni: Protoze v tomto ptipadé je mnoZina M ohrani¢end elipsou (Obr. 11),
bude vyhodné pouZit substituci pomoci zobeenénych poldrnich soutradnic

(D r=arcos¢. y="brsing aJ=abr

V zobrazeni (9) (uvaZovaném na mnoziné (0.4occ) x (0,27)) ma clipsa
z2/a? 4 y/b* = 1 rovnici 1 = 1.

P1i vypodtu integrila opét staci. budeme-li integrovat pouze pres éast M. kterd
le7i v prvnim kvadrantu. PouZitim substituce (9}, kde a = 3, b — 2. tj.

H=3rcise, Y=2r8ld a4 =8

s
lergl Drdss



56 KAPITOLA 3. SUBSTITUCE V DVO.JNEM INTEGRALU.

Nyni mdme dokdzdno tvrzeni v piipadé nezdporné funkce . Je-li [ obecnd, napiSeme
i jako rozdil kladné a zdporné ¢asti, f = [, — f_, kde

Jy =max{f.0}, a [_=max{-f 0}

Aplikaci jiz dokdzaného tvrzeni na (nezdporné) funkce fy a f_ dostaneme obecny pfipad.

Poznamka 3.13. Predpoklady ve Vété 3.12 bychom mohli zeslabit na to, Ze funkce [ mnize
byt spojita jen na vnittku ®(7") a transformace ® by stadila byt tfidy €' na vnitika 7.
Pouzili bychom stejny ,nafukovaci princip® pro vyplnéni mnozin 7" a ®(7") jako na konci
Kapitoly 2, viz (2.11).

Jesté nez piikrocime k pfikladim, vritime se na chvili na zacitek této kapitoly. Zavedli
jsme tam poldrni soufadnice a protoZe pomérné ¢asto se s vihodou pouzivaji, vypoéteme
si jejich jakobidan. Pfechod k poldrnim soufadnicim reprezentuje zobrazeni

wop) = 25n% ). 020 pe 0.2

Jacobiho matice je pak

ady e :
- ""5; ?{1 _ fcosg —psingp
e 82 0% |7 \ging  gcose )

fn e

Odtud jakobidn

Ag = det Jp = p(cos® p +sin? @) = p.

3 Cviceni.
. | Uloha. Vypodtéte integril
g ) | :
~ | ez
. A

kde 7" je mnoZina omezena kivkami 22 4 42 = 42, 22 4 ¢ — Sr, y—xay-— 2

E=

Reseni. Mnozina 7" méa tvar ukdzany na obr. 3.6(a).
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y =2z "
a )
\\/
1
2+ 9% = 4x
it
(a) (b)

Obr. 3.6.

Ptejdeme-li k W1 T = pcosyp a y = gsingp, pak integrovana funkce
bude mit tvar

1 1
f= (0% cos? ¢ + p?sin® )2 ot
Stejné tak rovnice kiivek omezujici mnozinu 7" budou mit v poldrnich soufadnicich vyjé-
dfeni
o cos? -+ 0% sin® p = 4dpcosyp tj. p=4dcosy
p?cos?p+ o?sin?p = 8pcosp tji. p=8cosy
psing  — geose G tgp—1
psing = 2gcosy tj. tgp=2

Mnozina 1" je tak v polarnich soufadnicich uréena pozadavky ¢ € (arctgl,arctg2) =
{m/4, arctg2) a g € {4cosp,8cos ). Protofe jakobian je p, miZeme podle Véty 3.12 psat

arctg 2 8cos (p arctg 2 o
e 1 cos iz
[[evmm= [ [ Geve= [ |-z, 0=
T wid Acosg w4 o
arctg 2
' 3 3 3
e S ~d = it arctg2 _ ———
/ 128 cos2 G oy L"P]’”f“‘ 128
wfd —

Uloha. Vyjadiete integrail

12—y
f / J dady
o 0

v polarnich soufadnicich pfi obou moZnostech poradi integrace.

Reseni. Nejprve musime zjistit tvar oblasti T° pfes kteron se integrace provadi: z tvaru
mezi u vnéj§iho a vnitfniho integralu vidime, Ze

0<y<1, UErs 2=



II1.4. Substitu¢ni metoda pro dvojny integral

P#iklad 300. Rozhodnéte, zda integral ] / arctg % dz dy, kde D = {[z,y] € E; :
D
22 +y? <1, y > 0} existuje a v kladném piipadé jej spocitejte.

Resens : y
Funkee f(z,y) = arctg p je nespojita na ose y

(tj. z = 0). Nicméng, mnozina D je méfitelnd a
funkce f je na D omezend, nebot

|arctg%| < g pro viechny body [z,y] € En.

Proto dany integral existuje. Vime, Ze

//D-f(:c, y)dzdy = '/'[B(“:’J) f(“"("’”):y(’“,v))l-fldudv.

Zde pouZijeme transformaci do poldrnich soufadnic.

: T=rcosy 0'5:-51 * 1 _.L :
f arctggd:cdy= y=rsing | 0<Lp<m - .=[ (f (p-"-.’i"d‘?‘) dyp =
2 T | g=r 1= J0 Ve Iy .

Lt 1 27 2.1 2
- : = ‘P_] . [’_"_] —
_L ¢¢”.£ rdr [2 o 12)0” 4
e Vypotitejte integraly :

Pi‘ﬂ:lad301.j V52 +y2dedy, D={[z,y] € B2 :2* +y* - bz <0}, b> 0
D

Redend :

Z=rcosy
f \/mdmdy—[ P=rsine ]
D

/2 bcos @
f (f rerdr
-x/2 Y0

I’
= = b = - . 1= =%
b-/o cos® pdyp 3b 31 9

3.p 1 /2 ’
f [r—] Tap=3 [ Beospdp=
3lo 3 -x/2

3
' Piiklad 302. [[ In(1+ 2%+ y*) dxdy, D: 2% +¢* <a* z<0
. D

Resent :
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PRIKLADY K MATEMATICE 3 - VICENASOBNE INTEGRALY 9

Vs 3 - L4 ot o u I rd L4
Ze zvolené substituce si vyjadiime z = \/: a y = v/uv a spo¢itame Jakobian.
v

Oz Oz 1_1 ..l@ 1
=% §|-|F I -5
u Bv 2 uv 2 uv
1
Dosazenim do integralu za z a y a déle |J| = %0 dostaneme
3 29,2
1 13In2
/mzysz— /—“—d du = 22
1 J1 2v 2

Poznamka: Pfi feSeni pfedchoziho pfikladu byl asi nejpracnéjsi vypocet Ja-
kobidnu. Pfi jeho vypo&tu jsme si ale mohli usnadnit préaci, kdybychom vyuZili
vlastosti reguldrniho zobrazeni a zobrazeni k nému inverzniho. Plati totiZ

1

J(z(u,v),y(u,v))

J{ii, 0) =

Pio &==47, U= % je tedy

G Gu Yy T 2y

_ | 8z &y | _ _
en=|5 8|-| ¢ 1|-2.
dr Oy 72 T T

Dosazenim za z = \/g a 3y = y/uv pak dostdvime J(z(u,v), y(u,v)) = 2v. Odtud
pak
J(u,v) = 1 :
2v
Piiklad 1.23. Vypoditejme dvojny integrdl

3
Y
/‘Fdfl,

M
kdeM={(m,y)ER%%EyS%/\mSyéQm}.

Redeni: MnoZina M je ddna nerovnicemi
%) 3

Az Ly €25,
t.

o2
(3) 2§$yS3A1§E§2.

2
Zvolme nyni substituci u =2y av = Y Dosazenim u a v do (3) dostaneme
T

1<u<3 Al<v<2



10 ZDENEK SIBRAVA

’LL2

’ . . 2 1vr 3 vl 2 sz
Ze zvolené substituce si vyjadiime z = {/ —, y = /uv a spo&itdme Jakobian. Pro
v

vipodet Jakobidnu pouZijeme pfedchozi pozndmku. Je tedy

du Bu 2

|8 || Y T|_%
J(ﬂ?,y)— 6_3 @y - _1;'2 -

6z Oy T T T

P
Dosazenim za = = \3/ %, y = /uv pak dostdvéme J(z(u,v),y(u,v)) = 3v. Odtud

pak
J(u,v) = 3% ;

d
Dosazenim do integrélu za z a y a déle |J| = e dostaneme

/ dA = //——dvdu—5lg2.

Priklad 1.24. Vypoditejme dvojny integrdl

f Vz?+y?dA,
M

kde M = {(m,y) eR?: 1<z +y2<4Az<y< \/§x}
Reseni: Pii vipo&tu tohoto integralu pouZijeme substituci do polarnich soufadnic
(4) r=rcos¢, y=rsing aJ=r.

V nadem piipadé je M (Obr. 7) obrazem obdélniku N = (1,2) x (7/4,7/3) jak
zjistime dosazenim za z a y z (4) do nerovnic popisujicich mnoZinu M

1<z +9% <4, z <y < V3,
1<r2cos?¢+r2sin®¢ <4, rcos¢ < rsing < +/3rcos ¢,
1<r<2, 1<tgp'< V3,
fEpE 3
PouZitim véty o substituci ve dvojném integrélu a Fubiniovy véty pak dostaneme
m/3 2
/\/$2+y2dA = /\/_rdA* f/r drd¢ = f [ } d¢ =
M w/4 1 w/4
w/3 .
7
w/4

Priklad 1.25. Vypoditejme objem télesa, které je ohraniceno plochami
2+yt=c+y,z=cx+yaz=0.
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Bonusové cviceni 28.4.
http://www.web.natur.cuni.cz/~kunck6am/
kristyna.m.kuncova@natur.cuni.cz

Hinty
P#iklady |
1. Zmprite pofad{ int;agra;ce
{'a} 3 B2z {C) o0 p
f f flz,v)dydz ] / flz,y)dyds
/2 JZ ' JO 0
(b) »
1 pe¥
[ ] i@y
0 Jo
S 2. Urgete, zda jsou ili}tegr'ély ve spravném p'cfadi &i nikoli
L& -
—_— (a) i g " jii. 3 8 e )
o f | / / zyz® dzdyde _ f / / ‘zyz° dedady
B . p8 pe
i f | f f wyz? dedy dz
oIt 4
{ iii

b) I
AMO /f jﬁ-2—msydzdydx

/Uz.

i,
f, Y42
/ f ] —cosy drdzdy
3. g+2 _ 22 . » -
v/(; .[yi ./"; ;Cﬂsydydzdm f f f — cosy dady dz

{e) 1. | ifi.

f%"h{) 3 cos cx ’4“0" Beosa
f f f Vzr?sin adrdadz / / / Vzr? sina dzdrda
i : cose

iv.

'*?\.0 Jeosa Jeos o
/; ) / Vzr? sin adr dzda f f fr sinadadrdz
-

Jeoso

3. Zapiste nésledujfcf mnoziny nerovnicf a poldrnimi soufadnicemi

Matematika A2, 2016, Kristyna Kuncov | - ' 1



50 Frantisek Moéna: Resené piiklady z Matematiky 111,

(volime kladné 1, v), proto vzor mnoZiny {2 pfi uvedené transformaci bude obdélnik & (E) =

Nyni uZ stati dosadit a vypocitat

[

L4

L3 x 3.11:;)‘. (TR

(1,3 % (5.1

=92 f f{ e =2 ‘f“ g [val [va]y = s'{\/ﬁm 1) (1 - 3-‘-) = 4V/3(VI-1)(V3-1).

Lx(h VI 1V 73/

V dalsich prikladech budeme uzivat vétu o substituci pro polarni soufadnice

D: m=recost
y=rsint

ProtoZe

= |rcos®t +rsin®t| =7 ;

et D®| = |det  0%F ST
. . ~rsint  rcost

dostaneme

/ HHzyydedy = [ / flreost,rsint) - rdudy..
Rt JSBHD

Priklad 8.6:

Vypoéitejte dvojny integral y
P gy T
[f “g{dix(h ’ /""’ o
Qm i "’___._- o g o
kde oblast Q je nakreglena na vedle‘iéim' obrazkn. ,” ,/' }';’
1 :
fefeni: Vi ff o
Zjistime vzor oblasti {2 pfi pfevodu do polarnich soufad- ] 1 i "
nic @1 (2) = (v2,2) x (0, 5) a wijeme (+) - (R, S
ffi-’*idmdy::f/ LSt / rdr- / ffﬂfidf—mﬁ
o & / (.-,ﬁj'_g} x:{,;}; mst v2
ﬂin 2
Uvedeme vipoéty jednotlivich integral
2 w272
] i = [ﬁ} =2-1=1,
vz 2l
T sint  dw b die ;
f : dt——:f _2w [ ) =,
g cost 1 wo o Jjiow
u#ill jsme substituci w = cost, a tedy dw = —sintdt, Q-1 a F %
Priklad 8.7:
Vypotitejte dvojny integral y
4 100° Lo
/f”’ydxdy, S i L
JJa : o e
kde oblast § je nakreslena na vedlej§im obrézkn. # i %
fedeni: :f 7 \_\.\ | ;’/\“ i
Zjistime vzor oblasti 2 p i pfevodu do poldrnich soufad- !r S ! '
nic &1 () = (1,2) x (%, 2F) a wijeme (¥} i0 1 9 T

573

2 2 _ :
f 2Py dady = / ¥ sintcos® t drdt = / rhdr [ sintcosz_xﬁdt: (2-\3’_ 3 i)
I x{ ;%;"-) ' J1 Jzx 120

=i =41 (2v2+1)



52 Frantisek Modna: Reiené priklady z Matematiky III.

P¥iklad 8.10:

Vypotitejte dvojny integral Y -
] / - dzdy el T

(1 % S 309

‘kde oblast {2 je nakreslena na vedlejsim obrizku. / el ":; N
1 e - |

feseni: y / Lt 1
Zjistime vzor oblasti pn pievodu do polarnich soufad- ' R Z =
nic 1 (2) = (v2,8) x (%, 3> a uzijeme (¥) v 2 9

int R T
] o w// Sm; drdtz/ id”‘f :‘ﬂn:t “/-{3 VB(VE-1).
(VEs)x(g.5) 008 ViU aés- /3
VE =BV

Uvedeme v§pofet druhého integralu (prvni je ziejmy)

x - ) 1 )
T gint = duw 112 2 2 7 '
- d}f B Sy [ i | &7 R e 1) s
j% CQSQ@ \/% ,wz - [ wji o " \/— 4 2 ‘/- (’\/:-5

uzili jsme substituci w := cost, a tedy dw = —sintdt, F '.-§ a I~1L

-, Priklad 8.11:

‘ Vypoéitejte dvojny integral g(] v

b _w/".’"”
fL Wd.uiy 5 1_{» g

kde oblast {2 je nakreslena na vedlejiim obrazku. ;

feSeni: 1
Zjistime vzor i)bidstl Q §>f1 pevodi do polarnich soufad- i s
nic #-1(Q) = o; X \O, %) a ufijeme (%) 101 - &

: z - cost ;
ff———————2 - 2?fwdy:~'f/ s dwzitm] mf BOBE:
o+ 2y Jdasx(og) 7% cos?t + 2r? sin’t Jo_l+sin”t 14‘;}}3 n

Uvedeme vypodet druhého integralu (prvni je zfejmy)

‘T cost L ! T
: dt = i el = t P
f(} Tremit /g T o 0 = lisdtgule = o,

uzili jsme substituci w := sint, a tedy dw =costdt, 00 a Zoas 1
Priklad 8.12:

Vypotitejte dvoiny integral _— ly-

dE i " ey

/f Eydmcfy 2 _éf 4§

ﬁ I'd e S

d : ',-' - \‘
kde oblast © je nakreslena na vedlejim obrazku. té' ' . %
: r e v
TeSeni: ; i \\sl,", % )
Zjistime vzor oblasti Q pi prevodu do poldrnich soufad- ] —0 1 o

nic &1 () = (1,8) % {;,2“> a uZijeme (%)

[/a:ydx:dy f] rsmﬁtoatdrdimf “J’d{/ smt(,asﬁdtm-—.
(LA (5.4}

[-';;3-] =20 %
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Frantidek Mosna: ReSené priklady 2 Matematiky 111,
Uvedeme vipodet druhého integralu (prvni je ziejmy)

o

= R :

fs B3 {37172 S T _
[ sin® teostdt :-f whdw = '—u? | ==-Z3E-13,
3 131, 38

uzili jsme substituci w :=sint, a tedy  dw = costdt
Pfiklad 8.15: _
&} Vypoditejte dvojny integrél

5 |y
120 '
g ' - 545
Ly , e " X
Ty dzdy , ;. - 2
S0 i/ J r’ A = \
‘ ; 1/ R e N ‘\
kde oblast Q je nakreslena na vedlejiim obrazkn ; / ‘s\ & \ !
1 Y i i i
feSeni: ‘ gg i L
Zj}%‘hmf’ vzor oblasti ) pfi pfevodu de poldrnich soufad- ' V2
nic @71(Q) = (1 v’" } <’;, 9; Y a uzijems (x)
3 22 _
ff 2y dzdy = f/ rsint cos? fdrdtw[ 4 dr»f gintcos®tdt = m(1a+2\/P)
1\/‘"}}; zL?... J1 Z 120
N s, s
=l (4vE-1) =& (OVE+)
Uvedeme vypodet druhého integralu (prvni je zfejmy)
£ _ ek o2 g 3z
/' sintcos®tdf = f —wldw = f w? du = {-——-jl (2f+ 1)
L 7 -4 2y
uzili jsme substituci w 1= cost, a tedy dw = —sintdt, 3~ 3{2‘§ a 2 —%:
/‘ “y Pfiklad 8.16:
=" Vypotitejte dvojny integral L
dx !,’,w‘ - "'\.\\gs o
/ f 4 ” 30°
e o ol e
. . . f e T ¥
kde oblast {1 je nakreslena na vedlejifm obrazku. f‘ o e Y
£ a 7 “_l("' i 1
Fefeni: : ; &~ b :
Zjistime vzor oblasti 2 pfi pfevodu do polérnich soufad- 10 1 2%
nic -1(Q) = (1, 2) x (%, 4) & uZijeme {*)

%) 72 ginfcos?t

2 4 z i
/fmyd?d “/f _ -——41———dr'a"t=~./ i.d{r-: / MGt
& anx{Es 4T x
L R

ré I3 (1 —cos? f}'mﬁzi' -
=g =d §.+sn(z+ﬂ —in z+»f‘}
! In(V3
i +2)(V2-1),
5 e
Uvedeme vipotet druhého integralu (prvni je zfejmy)
/'3“ sintdt . /,%g dw _ /" 2, ety i =
z (1 —cos’t)cos?t CJa O-uw?u? 2)& ufa T +1 w—1) "
f"
1 % 1w %g 2
4-,....} m_;”_{in } =2 2 Lin@+VE) -~k +vE)
w_g 2_ 1.ww12'§ 2 \/_



