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Teorie

Definice 1 (Diferencovatelné zobrazeńı). Necht’ G ⊂ Rn je otevřená množina a ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕm) : G → Rm je zobrazeńı diferencovatelné v bodě x ∈ G. Matice lineárńıho
zobrazeńı ϕ′(t) se nazývá Jacobiho matice zobrazeńı ϕ v bodě t. Je to tedy matice(∂ϕi

∂tj
(t)
)
i=1,...,m
j=1,...,n

.

Zobrazeńı ϕ : G → Rm nazveme regulárńı, jestliže má spojitou derivaci (tj. spojité
všechny parciálńı derivace) a jeho Jacobiho matice má všude v G hodnost n.

Je-lim = n, pak je Jacobiho matice čtvercová a jej́ı determinant nazveme jakobiánem
zobrazeńı ϕ v bodě t.

Věta 2 (o substituci). Necht’ G ⊂ Rn je otevřená množina a ϕ : G → Rn je prosté
regulárńı zobrazeńı. Necht’ u je funkce na M ⊂ ϕ(G). Potom∫

M
u(x) dx =

∫
ϕ−1(M)

u(ϕ(t))|Jϕ(t)| dt,

pokud alespoň jedna strana má smysl. (Připomeňme, že aby integrál mohl mı́t smysl,
je mj. nutné, aby integračńı obor byl měřitelná množina a integrovaná funkce byla
měřitelná)

Postup výpočtu
∫
M f(x)dx

1. volba substituce

2. ověřeńı předpoklad̊u věty (hlavně
regularita)

3. výpočet Jϕ

4. určeńı φ−1(M)

5. výpočet integrálu
∫
ϕ−1(M) f(ϕ(t))|Jϕ(t)|dt

Hinty - neobvyklé substituce

1. x = r cos2 α, y = r sin2 α, α ∈ (0, π2 ), r ∈ (0,∞)

2. u = xy, v = y/x

Př́ıklady

1.

∫
M

1√
x2 + y2

dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, x2 + y2 < x}

2.

∫
M

(x2 + y2) dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, x
2

9 + y2

4 ≤ 1}
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3.

∫
M
x dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, x, y ≥ 0, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4}

4.

∫
M
x2y2 dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, 1 ≤ xy ≤ 3, x ≤ y ≤ 2x}

5.

∫
M

1

(x2 + y2)2
dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, x√

3
≤ y ≤ 2x, x ≤ x2 + y2 ≤ 3x} \ (0, 0)

6. Spočti mı́ru množiny M = {[x, y] ∈ R2, (x+ y)4 < ax2y, x > 0}, a > 0

7.

∫
M

√
x2 + y2 dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4, x ≤ y ≤

√
3x}

8. Vypoč́ıtejte obsah plochy ohraničené lemniskátou (x2 + y2)2 = x2 − y2,

9.

∫
M

1

(x2 + y2)2
dλ, kde M je ohraničena křivkami x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x,

y = x, y = 2x.

10.

∫
M

arctan
y

x
dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0}

11. mı́ru M , kde M je ohraničena křivkami xy = a, xy = b, y2 = mx, y2 = nx,
0 < a < b a 0 < m < n.

12.

∫
M

y3

x3
dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, 1 ≤ xy ≤ 3, x ≤ y ≤ 2x}

13.

∫
M

ln(x2 + y2)

x2 + y2
dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, 1 ≤ x2 + y2, y ≥ 0}

14.

∫
M

sin
√
x2 + y2 dλ, kde M = {[x, y] ∈ R2, π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2}

15. Změňte pořad́ı integrace

(a)

∫ 3

2

∫ 8−2x

2
f(x, y)dy dx (b)

∫ 1

0

∫ ey

0
f(x, y) dxdy (c)

∫ ∞
0

∫ x

0
f(x, y)dy dx
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16. Určete, zda jsou integrály ve správném pořad́ı či nikoli

(a) i.

∫ e

−4

∫ 3

1

∫ 2

0
xyz2 dzdy dx

ii.

∫ 2

0

∫ 3

1

∫ e

−4
xyz2 dxdy dz

iii.

∫ 3

1

∫ 2

0

∫ e

−4
xyz2 dx dzdy

(b) i.

∫ 3

0

∫ x2

x

∫ y+2

y

x

z
cos y dzdy dx

ii.

∫ 3

0

∫ y+2

y

∫ x2

x

x

z
cos ydy dz dx

iii.

∫ x2

x

∫ y+2

y

∫ 3

0

x

z
cos y dx dzdy

iv.

∫ y+2

y

∫ x2

x

∫ 3

0

x

z
cos y dxdy dz

(c) i.

∫ 1

0

∫ π

−π

∫ 3 cosα

cosα

√
zr2 sinαdrdα dz

ii.

∫ π

−π

∫ 1

0

∫ 3 cosα

cosα

√
zr2 sinαdr dzdα

iii.

∫ π

−π

∫ 3 cosα

cosα

∫ 1

0

√
zr2 sinα dzdrdα

iv.

∫ 1

0

∫ 3 cosα

cosα

∫ π

−π

√
zr2 sinαdαdr dz

(d) Zapǐste následuj́ıćı množiny polárńımi souřadnicemi

(a) (b)

(a) (b)
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