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u/ spoiitejte priklady v 5,42 pomoef substituce (pokud je to vyhodné).

5,70.| Dokaite nésledujics tvrgeni:

12 2 2
a/ u = {[x,y,z] E E3 ,' ? + blz- FY :—2' 5 1 } #

ﬁ(i+é+é)dxwdz= $ 7ravc,
M a b c
o/ M= {[x,y,z] €E; X +y®s 20, 12*32*52=3°2}=’

',/,/‘.[( x.+y+z)2dxdydz = .{l]]‘('xz+y2+za) dx dy dz =

5
=_I—";—',9-(13/? - 2%),

/s {lavmlen s Pesd, 220, 2ag.2s @)

.{f.]]-(xaﬁ-yz*-zz)dxdydz

we

5
g‘g‘(e"/_z—))

ax’y , z=0#jf—2-xl£ dx dy dz =
M xEey?

4/ M je omezena (x2 + yz + 32)2

a4-

STV

ff{; e¥% . Pyaxay daz = —% -1

I Zavedte substituei x =y y ¥ = zz y Z e
' u utv

£/ K  je omezens x2+y2+zz=4, Xz+y2=3z‘—‘>/]]zdxdydz=
: M
13 . .
=_‘f¢
4

Fubiniovy v&ty lze té% uift k vypodtu nékterych integra4ls.
ketod®, podle které budeme v nésledujfefch p¥fkladech Postupovat,
se nékdy ¥ixd "integrace podle parametru”.

i oo
. . ” arctg ax - arctg bx . (7
5,71 Spo¥téte integral I(a,b) bf = dx @

(viz té% pr. 6,44 . )

' H_Lehko zjistite viz obdobny priklaq 3,42 - e pro a < 0, b >0
anebo pro a >0, b < g integrdl 1I(a,b) diverguje. Bud tedy
28>0, b>O0, necht napr. je b < a.

UvaZujme nédsledujict integrdl I ,

I=.[/ 12dxdy,kde M ={[x,y]€ E; 5 x€(0,400) ye(b,a)}
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®
Funkce —=— Je spojitd a kladné na mnoiin& K , tedy i € ¥,
1+x2y

l+x y2

a miZeme pouZit Fubiniowu v&tu.

Dostdvéme |
1
e [‘{ 1+x2:{ (‘[ 1+x2y i
=[w[am:5 yx ]y, ‘0/ gz_-_g_'gg_ix-arcts DX g =
= "I(a,b) ,

na druhé. strané, provedeme-1i integraci v obrdceném pofadi,

X=+00
Ia[/-—-—gdxdy-/‘(/ 22dx)dy [[ ]x=o dy =
“x ‘ 4 a
= E; dy = i log'ﬁ .
Odtud vyplyvd, e
I{(a,b) =1 = %.103% 0
V praxi ovSem funkei 1—;;%3-5 a mnoZinu M musime nalézt, obydejnd

postupujeme takto:

_ Q
arctg ax-arctg bx _ [ arctg yx] e - / A (arctg ¥x ) Ay &
x x y=b _& ﬁy :

i "/ .l+:2x2 v ._.J

7z

Z uvedendho pfikladu bylo vid¥t, v &em. spodivd metoda integrace podle pa~
remetru. Oklikou pres dvo jny :Lntagré; se ném poda¥ilo spodfitat integrdl,
s kterym bychom si jinak t&Zko v&d&li rady. Jiné zpisoby vypo¥tu téchto
integrdld, pomoci metody derivace podle parametru, jsou uvedeny v ndsle-
dujicf 6. kapitole.

5,72.

o logx
b €(-1l,400 ) ,

7 - e
b_ b+l - {
DokaZte, Ze f ‘—ﬁ dx = log 'a_-rf pPro  a €(-l,+ oo ), \\‘,_/

“ 1/ Zjistéte jako cviZeni, Ze integral konverguje, prévs kyZ a = »p

anebo a) -1, by-1,

2/Bid -1<¢a < b. Potom
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logx logx y=a a

UkaZte, %Ze na integrél

b ’ y=pb
x -x o Y ]
& [ ] = ,/r 55 ¢ Tosx )y ay J/. = ay

147‘xy dx dy , M = {[k,y] €E,; x€(0,1) y €(a,b) }

-

miZete pouZit Fubiniovu v&tu, dostanete

5,73. Pozndmka :
Specidlni volbou hodnot a,b dostdvdme z minulého p¥fkladu napf.
4
=1 .
fx dx = leg2 (b=1, a=0),
o  logx
x—
A g2 (b =1, a=0), ata.,
logx
kteréZito integrdly bychom asgi jinak 4&%ko poditali.
5,74. UkaZte, Ze
x
£ a+b sin x dax b <
————— . =]‘ - =
%/A log B ol s aresin 2 pr? 0{(b
[l A/ Pou?i jte vztahid
7
+b
ip dog BB L o g f e
a-b sin x sinx ? a2 b2y2 sinzx
pro 0 { b <. a,
! R
2/ € &, pro M {[1 vyl € E, ;
2.2 2 2 9 >
a=by sin x
xe(o,2>,ye(o,1)},
3/ J/~ 2 = & Ez; " : 5 pro [a] >|B] .
A-Bsinz R AT=B
B/ PouZijte té% vztahu
i O %
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d) M je chranicena plochami 22+ 2y + 2z =62 = 0.y =0,z = (.

\Z

Rovina 2z + 2y + 2z = 6 protina soutadné osy v bodech
o soutadnicich z = 3, y = 3, z = 6. Prumet mnoziny

©
\ M do roviny je trojubelnik o vreholech {0.0), (0.3),

(3,0). Plati tedy
V

D0<2<3
{z.y,z)EM=¢ 0<y<
0<z2<6~-2x-—2y

= M je v tomto pFipadc ¢tyisten a jedna se o elementarni
oblast typu |z, y, 2].

i

(O
!
XA

2.6 Integraly na meéritelnych mnozinach

V teto kapitole roz§iiime pojem n-rozmérneho integralu na méfitelne mnoziny:
Definice 2.5 Rekneme, 2¢ funkee f - M — R, M C R je integrovatelng na mnozine M,
t). ze existuge integral (Riemannuv) z funkce [ na mnozine M, cxistuje-li mterval I ¢ R®

tak, ze M C I a funkce f- xar je na I integrovetelna.
Pctom klademe

/ ey, ... 248 ... d5, = /(j ) (D v B B o i
M 1

V nasledujicich uvahach se omezime na n = 2, 3.
Postatujici podminkn pro existenci infegralu udava nasledujici véta:

Véta 2.5 Je-li M C R*(R?) meritelna mnczina a f - M — R je na M chranicena a
- skore wsude spejita, pak je f na M intcgrovatelna.

(Piipomenme, ze ngjake tvrzem plati na mnoziné M skoro viude. jestlize plat1 Vo €
M\ A CR* aneplati Vz € A. kde v(A) = 0 (4. plat1 s vyjimkou mnoziny nulove miry).)
Fubiniova véta pro vypocet integralu se da snadno rozgiiit na elementarni oblasti:

Veéta 2.8 Necht

M={{z.y) e R a<z < bhdz) <y<hz)}, resp
M={zy2)eRa<z<bh, di(z) <y < hylx), do(z, y) < 2 < holx,y)}.



9. Cijem pomaoci trofnéhe integrilu

FeSeni:
Objem budeme poditat trojnym integralem z jedniéky pfes oblast 0. Nej-
prve si nakreslime ”podstavu” télesa £2. Z obrazku pak vidime, jak trojay

integral pfevést pomoci Fubiniovy véty na tronasobny integrdl ¥
By 2 y? 1 ‘ . s
//[ 1 dzdy dz = / / / 1dz)dz) dy = E v
Q : T
4—1;‘2

nebo jinak

3 3
=0 28
Vi) = / ( f (@ i)y )de = f 3+ - =of)dy =
S : g3 st

PRT 1 -
A]r LR P("J m'm'?« tat- Pat
i &

Priklad 9.8:
Vypoditejte objem télesa

:{lmyezizﬂs.u‘_«’Lﬂsrﬁm‘ctgy,ﬂézs : 1‘
= j.f..yEJ

| FeSeni: 3 /
| Objem budeme poditat trojuym integralem z jednicky pres oblast €. Nejprve
| si nakreslime "podstavu” télesa . Z obrzku pak vidime, jak trojny integral 1
r plevést pomoci Fubiniovy véty na trojnasobny integral
: y=tgx
: aretg y |m*z PR 4 s
1 $?)_///1drdt;r!7—/ (] f dz) dz) dy = o T =
l U
b:z'
=TT
1 arctg 1 - = g &
1 By . arctg? y T ¢ 31 o3
= { . f 6 dx jdj;-f.'«l/ ——-;l~ffy"“3/ — (1 4+ 4% dt =3 -
/u L 0 dg 192 o 149 (i) o 04
i st
=320 M Y Y arctp? y
pouzili jsme substituci £ = arctgy, pak df = w-«g dy tedy dy — (1 +y2)dt, 0 Oal 2.
Opét Ize volit jiné pofadi integrace
b :—f i 2 3 g G
------------ 5 dy)dr = (‘ S [aretg y} = [ 6~ — x)de — |-me® — 27" s
Brll?i‘ u Jo 4 0 61°

nebot (2 lze charakterizovat také nerovnostmi 0 < = Tfatgr<ly<l

e

Priklad 9.9:
Vypotitejte objem télesa

s (%5
2 s {[;r:y,zj;l <y<2,0< <<y, 0<z< J:} :
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Obr. 1

.

Reseni: M je ohranidens piimkou y = —z a parabolou y = z — 2? (Obr. 1).
Soufadnice prisecikii obou kiivek ziskdme Fegenim soustavy dvou rovnic

y = -
Yy = -z

Resenim této soustavy zjistime, Ze kfivky se protnou v bodech (0,0) a (2, —2).
Funkce f(z.y) = zy je na M spojita a Je ziejmé, ze pro libovolné z € (0,2) je
~z <y < x— 22 UZitim Fubiniovy vety pak dostivame

£

2 xe-a? 2
f::;y('lﬂ = ff:z:ydy(iwr-/
4 -z

M [¢]

1 y=r—mz?

2
iy Yo o=
54y } dz

Y=

2
5 . 6
/(:zr{:i: =" ;r:z)2 2 ;{;3) da — —L,. )
i5
{

D2 | et

Priklad 1.9. Vypocitejme dvojny integral

x?
/ —2' d.A \
q

M

kde M je mnoZina chranicend kiivkami y=z,y=1az=3

Reseni: Mnozina M je ¢ast roviny ohranicend pifmkami ¥ = 2z, x = 3 a hyper-
bolou y - 1 (Obr. 2).

Vysetfenim priiseciki kfivek, které tvoii hranici mnoziny a také » obrazku je
ziejiné. 7e pro viechny body (z.%) mnoziny je x € (1.3) a j—, < y £ z. ProtoZe



n
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Obr. 3
2 g2 2 I PR
/:L'?ydfl = //:L'den':dy:/ E:L'?’y] dy =
M e o i i
/ 1 603
= = 2)% — ¢8) dy = — .
1[3?;((?1+ V=) dy =
21

Priklad 1.11. Vypocilejme dvegng integral

/(:t:2 +y2)dA,
M
kde M je mnoZina chranidend kivkcu z 4 g ==1.

Reseni: Hranieni kiivkou mnoziny M je lomend ¢ra, s vrcholy v bodech (1,0),

(0.1), (-1.0) a (0,-1), (Obr. 4). Funkce f(z.y) = z2 + %% je na mnozing M

spojita a nezaporné. Z definice dvojného imtegralu [ flz,y)dA vime, Ze jeho geo-
M

metrickym v{znamem (za predpokladu, Ze funkce f je na M spojita a nezdporna)

Je objem vélcového télesa (Obr. 3)

Q={(z.y,2) e R®: (x, YEMMI<2z< flz.y)}.
Téleso, jehoZ objem mame poditat (¢ést hranolu jeho? osa Je rovnobéznd s osou

z), je symetrické podle rovin # — 0 a y = 0. Stadi tedy pocitat pouze pies ¢ast
mnoziny M lezici v 1. kvadrantu. Vysledny integrél bude dtyFnisobkem takto
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Obr. 4

| vypocitancho integralu. Je tedy

/(:{?2 +y)dA = 4

o\»

= 4

2‘\\“ Q\\"""-ﬁ»«-

Priklad 1.12. Vypocitejte dvogny inlegrdl

/(24’ 4 y) dA,

M
kde M = {(z.y) eR? 1z > 0ny > 0Nz +y<3).
Priklad 1.13. Vypoéitejie dvajng integrdl

/ Vay - y2dA,

M
kde M = {(z.y) e R?*:0<y < 1 Ay <z < 10y},
Priklad 1.14. Vypoditejie duvojng integrdal

Y
—e—d A,
/ w2 4 ych_

M

kde M je uzaviend mnoina ohranicend krivkami y?* =

x 1
(a® + %) dydz = 4 f
0

. 1—z)? 2
(:z:g(l -z)+ (imgi) da —i

Vysledek: 27/2

Vysledek: 6

2oqy = 2%,

Viysledek:

In (5/4)
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—

¢) [[f ycos(z+x)dzdydz, kde M je chranicena plochamiy = /z,y=0,2=0,c+2z= 2
M

p Mnozina M je shora ohraniena rovinou z + z = .3
Tz dale soutadnymi rovinami a parabolickou valcovou plo-
chon y — /. Prumét do soutadne roviny zy je shora
U2 ohraniten grafem funkce y = /7, dale osou z a primkon

x = 3. Proto plati

// / ycos(z + z)dedydz =
S

2z
Bt y 5 N F-x
A = / yeos(z +z)dz | dy | do =
{1 [¢] {)
z VT e En z T ’
e / / gy Siﬂ(ﬁ + 3‘..‘)}2____.__.(? (L?j dr = / / {j“ — sin _',";)dy dr ==
JG J0G J0 (3
1 (2 (1 — sinz)d 1]# . - 3og2 g
= - z(l —sinz)der =~ | — 4+ zcosx —sinz: = - =
2 Ja Y I g 6.2
Cviceni

V nasledujicich pitkladech vypotitejte zadane integraly

Priklad 8 [[dady, kde B je mnozina chranicena pronkamiz =3, 2 =5, 3x—2y+4 = 0,

2 ‘_
Br— 2 +1=0. 3]
Priklad 9 [f(22 + 3y + 1)dxdy, kde B je mnczina ohranicena parabolou y* = 2z a jeju
3
tetivon jdouct lody A = (2,-2), B = (8. 4). [1873]

Priklad 10 [[dzdy, B = {(x,y) € R? . y > 42 y<4d- 2%} -
B Ej\/zj

Priklad 11 [ zydzdy, kde B jec mnozina chranicena parabolou y* = 2px a primkou
B

x =5 £]

Priklad 12 f f f xydrdydz, kde B je mnozina chranicena plochami z = xy, x + y=1a

z=10. ? §ﬁ¥

Priklad 13 | If dedydz, kde B je mnezina chranicena plachami z = 2y, y = \/x

a revinami -f;.'; =2, y=0,z=0. ié‘l

Priklad 14 [f] dadydz, kde B je mnczina ohranicena plochami z = 1—4z% — 42 a 2 = 0.
3

Piiklad 15 [ Bf [ ayzdadydz, kde B je mnozina chranicena plochamiz =1, y=z, 2=y

a scuradnymi revinami, lglg
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Priklad 1.91. Vypoditejte trojny integral

JE | .
/ zlzem ¥t gV

w

kde W = {(—1,1) x (—2,0) x {0,1). Visledek: (e* —5)(e’ —1)(e —1)/(2e)
I Priklad 1.92. Vypocitegme trojny inteqrdl
1

/mm——————-——dV.

W
kde W ={(z.y.2) eER*: 2 20Ny >0A2>0Az+y+2< 1)
Regeni: Mnozina W je étyfstén s vrcholy (0. 0, 0). (1.0,0), (0,1,0) a {0.0,1).
Jeho primétem do roviny zy je trojuhelnik M ( Obr. 16) s \rehoh (0.0), (1.0) a

(0.1). Ziejmd ¥(z.y) € M je 0 < 2z < 1 — x — y. Pomoci Fubiniovy véty muzeme
cdy dany trojny integral pfevést na dvojny z jednoduchého

l—z—y
/ — dV = / / _ 2 d» | daA.
1+rdty l+x4y
W

Af

ZapiSeme-li mnoZinu M ve tvaru
M={(ry) eR:0<z<1A0<y<1-2},

milZeme pouZitfm Fubiniovy véty pro dvojny integral nas trojny integral prevést
na trojnasobny integral. Potom

T—x l—zx—y
dV = lzdydz =
[ [ L] e

-z 3 - W 1
N S 1 d
]1"%-1"-?*%!};@ dyde = /

¢

y=1—=z

= In(l+z+y) - - Ylygg  dx =

—

7(7'

—?7;®dﬁm

fi
e P
o
o\\:

{211&2 ~2ln{z +1) tx—1)dr =

o

a&c\.\

==~ 2In2.
2 1

Pii vipodiu trojného integralu mizeme postupovat také napr. takto:

Pro libovolné 2 € (0,1) le#i virdy bod (. y} v trojiihelniku, jeho? kolmy priimét
doroviny zy (2 = 0) je trojithelnik M, s vrcholy (0, 0), (1—-2,0), (0.1—2) (Obr. 17).
Podle Fubiniovy véty miizeme tedy trojny integril pfevést na jednoduchy a dvojny,

tj.
1
[ dVv —/(/ dA | dz.
l+z+y l1+z+y
W 0

M.



