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Uv8domime~1i sl konedn&, Ze¢ F je lichd funkce, dostdvdme

1 T )
,! * arctg (atgx) - T
| Fa) ="f are 1'-8: dx aign a. 5 log(l+ |a|l )}, @& € El _Jl

arctg &
6,20, DokaZte, Ze / ——-E—-E dx = sign a.-%‘. log (1+ |a] ) pro a € Ep.
d x(1+12)

“ 1/ Uxa%te, %fe integrdl konverguje pro viechna a € El , oznakte jej P(a).
2/ PouZijte vysledku cvideni 6,19 a substituca tg x = t.
3/ Ukaite, e F Jje funkce liché.

4/ Ov&rte, %e jsou spln¥ny predpoklady vty 61 - M = (0O,+ ®© ),
A= {0,+00 ).

Ne jdileZit& j&1 je opét nalezeni konvergentni ma joranty:

1 1
G(x) = sup = € £
a€<0+®) (14a2x%) (1422) 12 (o%02)
Odtud plyne, Ze
o0
e d
F(a)ﬂf = pro a € < 0,4 0@ )
?  (1+a2%2) (1+%°)
Ukaite, %e
P S |
F[a}—-z-.-i:; pro a € (0,+00 )

(nutno rozlisit pripady a =0 , a =1 anebo ukdzat, Ze F (a) je
spojitd v {0,+ 00 ) obojf provedte podrobn¥!). Odtud vzhledem
k podmince F(0) = 0 a wzhledem k lichosti F dostévime tvrzeni_._ﬂ

l-u

//(.. 6421. Zkoumejte K(a) =

&7/

dx .

H 1/ UkeZite, %e integrdl konverguje pro & € (~1,+00 ), pro a € (=00 ,-1)
o

e ———— e —
2/ Ovérte predpoklady vty 61 | (M = (0,+ 00 )H A= (-1,+ 00 ))| - poloiime-11

3 ) e-ax
U ) pro x €(0,+ 00 ),
xe

G(x) = sup
acd

Je

’G(x) -(Q*-l)x g Jpro kafdé x € (0,+ 00 )
| @€ (130)

Iatedy G@ffg: )
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Musime se proto omezit = obdobné Jako u prikladn na spojitost - na libo-

% I
volny interval (p, +® ) C (—1 + 00 ).,
Potom konvergentnﬁjomtu nalezneme unnd.no.
G(x) = sup a-('*l)x = e-(pﬂ)x pro x € {0,+®@ ),
. ae<p,+x
tedy G € f(om) (je¥to p > - 1 1).
Podle véty 61 jest
L} m ( )'—‘--_.._ 1__.__- -
- ~(a+l)x oyt 0o ).
K (a)__ :{/j“_e_h__ dx\____q___l { pro a € {p,+ )
Protoze {p,+*0o ) byl libovolny 1nterval s pY =1, Jest
X (a) = a-}l— pro viechna & & (=1,+00 )
(rozmyslete!).
Vzhledem k podn:[nce K(0) = 0 dostdvénme
K(a) = log (1+a) . pro a € (-1,+00‘ )*-J]
[+ o]
-kx ein ax
6,22, Bud F(a,k) = [ e s dx

Potom F(a,k) = arc tg pro k €(0,40 ), a € B, -

DokaZte!

ﬂ? Integrdl je v tomto pX{padd dokonce funkc{ dvou parsmetri - a,k .

UkaZte, Ze integrdl konverguje pro k € (0,+%0 ), a € E]. .

2/ V tomto piipad& médme na vybranou, mifeme derivovat podle “a™ i podle
"k" . Probereme oba dva zplaoby.

I/ Bud k € (0,00 ) Xkonstentn{ a derivujeme podle a .

Ovérte predpoklady vdty 61 . NejdileZit&j8{ je op&t nalézt konvergentni
ma jorantu, ale

=kx

_(e'n.m)l =|aﬁn.casu]é ™ ;

x
atall tedy poloZit G(x) = o kX pro x € (0,+00 )
(funkce G "mezévisi na a" a G € z(a+ao))'
Tedy - '

-g-}:(ak) J ¢ | cosaxdx =

k
Iz-l-k2
(vie kupF{kledu 4,48).
0dtud plyne, Ze

Fa,k) = arc tg § + C(k) ,
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® -ax? _  -bx

-8 X
e -6
- = 1
() 6,26. SpoZt¥te F(a,b) ‘o/ 7  ax

oa
2F(a,b) f _m-axz dx = - == , konvergentni majoranta je
a

] 2a
G(x) Sxe‘_?_f'. pro x€{0,+°° }, a € <F,+°° ) ] p>o'
Tedy
| Pla,b) = - % log a + C(b) }, protoze F(b,b) =0 ,
i T —
jo C(b) =3 logb, tj. Fla,b) = log 2 -

e —

+,
1l+acos Xx) -

v
log (
6,27. Spoftite J(a) = / = oz !
(]

":u’ UkaZte, %e integrél konverguje pro & € { =1,41> , pro ostatni a nent

funkce 10g(1+acosX) Lx.46 v (0, 7 ) definovéna.
eosx

b/ Omezte se na a € (=1,+1) a ukaite, Ze

r

J'{a) = f e B .

(4 l+acos X

(Majoranta: bud O <(p {( 1, potom pro & € (=p,+p> a pro
x €{(0, T ) plati

¥ |_ 1 i 1 2 b e 4
l+acosx [1+ scoax| = 1 -]acosx| 1-la| — 1-p '’

stadi tedy poloZit G(x) = I]'L"' pro x € (0,7 ) ) .

=P
Pomoci substituce t = tg% ukaZte, Ze

T
/ le---a.§ :

tedy vzhledem ¥ J(0) = 0 dostanete

J(e) =

J(a) = ¥ arcsin a pro a € (=1,+1) .

¢/ UkaZte, 2e J(a). = 7 arcsin a pro vlechna a € {=1,¥1) ,
stazi ukszat, Ze funkce dJ(a) Je 'apo.jité v intervalu <=1,+17> (prod?),

= 17T =



b/ Pomoci véty 61 a pPikladu 4,48 ukeite, %e
I - [ eax .
70 (a,b,c) ‘{ o coa bx dx ;2':;2‘
(majorenta G(x) = %), tedy
F(a,b,e) = arctg g - arctgg pro & > 0 , b,c € 31 .

¢/ Zkuste t6% sporitat & , ZE |

d/ Porowvnajte té¥ s pi. 6,22 . _

X- 08 £&X ax !
x

s 0]
6,34. Spo&tata F(a,b,e) = fa‘“ cosd
o

- A

1 a +c
Obdoba pf. 6,33 , F(a,b,c) = 5 log ;z-:;z pro a) 0, byc € Ey _J
& a—axz - e"blz ,
\: 6,35. SpoXtdte F(a,b) = _a/ s

I a/ Ukaite, Ze integrél konverguje budto pro & = b anebo pro az0,
bgo-

1 __"__‘ - )
b/ Bud bZ 0 pewné, n'i_(w s potom

O
2F (o) =_[ e;ax2 ax=-3} JL  (viz pr. 5,80,
-px

(majoranta O(x) = e pro a € {p,+o0 ), kde p > 0),

tedy - vghledem k F(b,b) = 0 - jest

\ Fla,b) = J/Tb- /Ta pro a >0, b2o0.

c/ Ukaite, %e F(au,b) = JT b - fTa dokonce pro a Z O y D=0,
Toto tvrzeni dokaZte

§ '”hi‘pwc,
j 1/ tim, %e ukdlete, Ze pro kaZdé b > O Je funkce F(a,b) Jakoito
funkce a spojitd v intervalu (0,+ 0 ) ,

2/ anebo takto: rovnost Fla,b) = /Fb - /Ta Je stejué pro
a=b=0,pro a >0, b =0 Jjme je jif dokésali a pro
az0, b > 0 Jiobdriime derivovdnim podle b nebo ze symetrie.
Ve podrobné provedte !

4/ Porovnejte té% s prikladem 5,76 a . ﬂ
£ " 1 - e-axa
k\i‘// 6,36. Spo&tite J(a) = ——g;z—-— dx !
?

- 18] =



a/ UkaZte, %e integrdl konverguje pro a € {-l,+® ) .

b/ Pro a € (-1,+00 ) Je podle vity 61 a pi. 5,84
o0
. - ; r
J'(a) = _[ o “*1?‘2dx-§ Vo v tedy

J( =/T(fa+1l =1) pro &8 € (=l,+® ) .,

¢/ Ukaite, e J(-1) = - /7 . K tomu stadf dokdzat, fe funkce J Jo
spojitd v bodd =1 zprava (proév),
k ddkazu tohoto tvrzeni pouZijte vitu 60, kde poloZite M = (0,+00 ),
A = {(-1,0> a pouZijete odhadu

—ax? x°
1-e o =]
22 | 2 ST
oo at "”E:

{6,37. spostste Kia,p) = / (e ¥* -
( [

L - —

|ra/ Ukafte, %e integrdl konverguje pro libovolnd a,b € E, -

»

b/ Protofe funkce K(a,b) Jje sudd funkce jek v promdnné ,a , tak

v#b',omezimesena a =0, b=20.

¢/ Bud tedy b = 0 pewné, a € (0,+9 ) . Potom Je g%(a,b) =

=fm-§;.e_§; dx

o

(majoranta - pro a€(p,q>, ke 0 ¢ p ¢ q < +0 - uréime
podle ndsledujicfho odhadu - provedte !

=3 )

Substituci t = i prevedeme poaledni integrdl na LaplaceQv integrdl -
p¥. 5,84 -~ dostaneme

2
]_2& --i'r

;‘ a

tedy vzhledem k¥ X(b,b) = 0 wvyJjde
K(a,b)=/27{b—n) pro b * 0 , a > 0.

a4/ UkaZte, ¥e K(a,b) = /7 (b - a) pro vechna a,b € B
{viz obdobny p¥iklad 6,35).

e/ Porovnejte téf s prikladem 5,76 a_.ﬂ
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Musime je#t¥ uriit "konstantu" C(b). Vzhledem k ¥dsti ¢/ dostévéme

Koyp) = 1im X(a,b) = 1lim [% . log (b + a) + C(b)] =X . 1og b + C(v)
a0,

X
a zbjvé ndm tedy pouze spoiitat K{(O,b) f —‘33-—— dx . Pomoed

. %
substituef x = bt , ¢t =% zjistime, %e K(O,b) =% log b ,
tedy C(b) = O .
e/ Lehko zjistite, Ze
K(gﬁ,):%ﬁ—.l@g(la] + |[bl) pro a,b € By , bfo.__ﬂ
oo -
6,43. Spottite F(a,b, @ , ) = _[ e™** . cos bx ; e” " . cosfx ax !

H a/ Uka%te, %e integrdl konverguje pro a ) 0, & > 0, b,4 € E, .
b/ UkaZte, Ze (viz pFr. 4,47 a 4,48 )

oo

2F -
38 (abya, F ) =_/—eaxcosbxdx=— 7%
4 a +p

(ma joranta g Px pro a8€{p,to@ ) , kde p > 0) ,

o0

ﬂ - -ax » L
(a,p, @ , 4) —[—-e 5inbdeK——32+b2
(ma jorenta e 2% )
Odtud plyne , Ze
o, 2 2
Flajbya 4 8) = -3 1log (a” +b°) +C(a ,4) a

vzhledem k podmince & , 4 , a ,/4 ) =0 Jest

a3}
Fla,b, @ , 3 ) = > log pro a » 0 a > o v, FE E -N
2 az " 2 ] ] » 1

o0
arctg ax - arctg bx
i

- ) .]6,44. Spoltite J(a,b) = f
o 0

[ra/ Integrédl konverguje proc a =b anebopro a > C, b > 0 &1
a < 0 s b < 0.

b/ Predpoklédejme, 3¢ b > O je pevné, bud a € (0,+00 ) .

Potom )
P Lo o)

2J - 1 .

=7 (a,b) = J — dx i
1
(ma joranta I—E—-zr"* 'pro a € p,*00 ), kde p > 0) .
| +p-x j

- 105 =
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Vzhledem k podmince J(b,b) =0 Je
J(a,b)='22-rlog% pro a>0, b>0.

¢/ Jaky je vysledek pro a< 0, b < 07

d/ Porovnejte té% s prfkladem 5,71. |

(s 8]
5 ax . arctg bx
6,45. SpoXt¥te H(a,b) =_/ arctg xxz g o
o

[!ira/ Integrdl konverguje pro ka%Xdé a € E;» b€ E .
b/ Bud a € E, , potom funkce H2'™ (b) je spojitd v E, (pro be{-p,+p)
kde- p > 0O Je

P |aretg ax|. [aretg px|
a 2 € L1400

X

arctg ax . arctg bx

2
X

e .
¢/ Obdotns funkce H' ' (a) Je spojitd v E, pro kaZdé b € E, .
&/ Bud b 2 O pewné, a € (0,+20 ) , potom
/" _arctg bx
28 o - /"oy
o x(1+a°x%)

arcteg bx
(ma joranta x———'—ﬁ——(lwaxz) € £€Q+m)

Je nutno nynf spoffitat tento integrdl.

pro 8a€ {(p,+o0 ), kde p > 0) .

1/ Podle p¥ikladu 6,20 Je

arctg a x ”

f % — 4x == log (1l+a ) ro & > 0
o x(1+x°) 2 ’ !

provedeme-11 tedy v nadem integrdlu substitueli ax =t ,

bude

JH x a+b
Ta P oy dog g

2/ Kdybychom neznali vysledek pFikladu 6,20 , byli bychom nuceni postupo-~
vat stejn& jako v 6,20 , dostali bychom vlastnd, Ze

o0

2
-i._.g. (ﬂ,b) = f 1 dx :I_ . —-1—-.
7adb 2 (1+a22) (1+b252) 2 a+db
a odtud vzhledem k podmince 'g'g (a,0) = 0 by bylo
%E(a,b)=§logaa£ pro a >0, b2 0.
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Musime se proto omezit - obdobné Jjako u prikladd na spojitost — na libo-

. H
volng interval (p, +® ) C (=1,+ 0 )L

Potom konvergentni ma jorantu nalezneme snadno:

{G(x) = sup JEDx D oy x € (0,4 @ ),
a€(p +=)
tedy G € f(ofw) (je3to p > -1 1).

Podle v&ty 61 jest

a+l

-
K'(a) = _{ e"(‘“l”‘ dx = e pro & € {py,+ 00 ).

ProtoZe { p,+©© ) byl libovolny interval s p ) -1, jJest

| H‘_hl-“‘-‘\

| - & = oo
;K (a) =5 ' pro vlechna & € (-1,+ )
‘h___‘___‘—'--.

!
(amyelotel)s

Vzhleden k podmfnce K(O) = 0 dostdvéme

. K(e) = log (1l¥a)—! pro a € (=1,+00 )LJI
o0
6,22, Bud F(a,k) - / e—kx si: ax s
o

Potom F(a,k) = arc tg-;:- pro k €(0,+0 ), & € El .

DokaZte! J

“ 1/ Integrdl je v tomto p¥*{pad¥& dokonce funke{ dvou parametrd - a,k .

UkaZte, %Ze integrdl konverguje pro k € (0,+® ), a € El &

2/ V tomto p#ipad¥ mdme na vybrenou, mifeme derivovat podle “a® i podle
k" . Probereme oba dva zplaoby.

I/ Bud k € (0,400 ) Xkonstantni a derivujeme podle a .
Ovérte piedpoklady vdty 61 . NejdileZit&jé{ Je op&t nalézt konvergentni

ma jorantu, ale

| |2 ox, othax,| | gopax| 5 o

atadi tedy poloZit !"G(x) = e_kxlpro x € (0,+ 00 )
(funkce G “mezévisi na a" a G € £

B (0,+ ) ) '

Tedy e ———

aF ] -kx k

— (@a,k) = | e . CO8 &ax dx =

g a ’ '1‘[ 12+k2 1
s—

(viz kupFikladu 4,48).
Odtud plyne, Ze i

\F(n,k) = are th + C(k) ,. f

—
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kde "konatanta® tentokrét mi¥e zdviget na zvoleném k € (0,+ 00 ) (prolT7).
Z pdvedniho integr4lu je oviem ihned vid¥t, Ze

a — - — - —
F(O,k) =0, tJ. C(k) =0. K

11/ Zkusme nyn{ derivovat podle "k", nechl tedy a € E; Je pevné. Opst

ovéfte predpoklady véty 61 ,

% (™%X __312 8X )y .. ¢¥X, gin ax.

Zde se nédm JjiZ nepoda¥i najit majorantu spolednou pro vdechna

k € (0,+ ), to vBak nevadi - omezfme se op¥t pouze na k € (p,+*® ),
kde p > 0.

Potom

Ia-kx -kx < _-px

sinaxJ s . = e ’ x €(0,+ 00 )

/
a funkce G(x) = e P* Jje hledand konvergentni majoranta. Integraci
opét dostévdme (provedte podrobnd!, viz 4,47)

F(a,k) = arc tg%+ cla) ,

kde "konstanta* op&t miZe zdviset na (ze zaldtku pevn¥ zvolené) hodno-
t& @& . Rovnost platl pro vSechna k € {p,+o ), kde p)> O bylo
livovolné &fslo, tedy vysledek platfl pro vdechna Ik € (0,+ © ).

Zbyvé jedtd urdit C(a), zde ném neni nic pletné do ziskené rovnosti
dosadit @& = 0 (pro&?). Zkusime provést limitni p¥echod pro k —+00 ,
bude-11 toti’ existovat k&%i‘(a,k) (pri pevném a € E,), buﬂe

. a 3
kl_:'lg Fla,k) _4}-;1?0 [:arc tggp + C(a]] C(a) .

Podle 4,20 (provedte je¥t¥ jednou)! jek}im Fla,k) = 0 pro libovolné
»00
a € Ey . Teda C(a) = 0 pro ka%dé a € Ey a jsme hotovi—._”
Z tohoto pi#ikladu bylo velmi dobfe vid&t, %Ze nebylo tak docela

Jedno, derivovali-1i jeme podle jedné &i druhé prom&nné. V prvnim pf{i-
padé byl preci Jenom postup 0 n¥co Jednodussi. V dalsich p¥fkladech

se vidy snaZte derivovat podle viech prominnych a jednotlivé metody
porovndve jte!

oo
6,23. Uka’te, Ze funkce F(a) = \J‘ e ®* ax mé v intervalu (O,+ 00 )

\ derivace v3ech F4dY. Spodtéte je !

[[1/ Lehko zjistime, 2e F(a) = % y odkud plyne tvrzeni a vztah
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real analysis - If f is integrable on $[0,1]$ - Ma...
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First, houndedness is clear, so all we need to show is that for any ¢ > (), we can find some partition,
P 10.1] such that UF( f, P) - L(f, P) < ¢, where U(f, P) is the upper estimate for f Jand
L{f, P) is the lower estimate for [ f.

Here's the monvanion, We want to splir off the interval into "good” and "bad” intervals. The "good”
intervals is precisely [0, 1] |, K, since f = 0 on those intervals. So, the only thing we need to wony
about are the "bad" intervals and we'll just iy to make the size of the "bad” intervals goto (.

Let's construct our partinion. The cantor set is constcted by repeatedly removing the middle third of
each interval. Let £, be the set of endpaints in the nlh iteration of this constructon, Choose 2, 1o be
the parfinion with endpaints comesponding exactly to those of of £,

Let A be the intervals in £, such that 4 7 K — (1. In other words, 4 consisrs of exactly those intervals
that do not contain any elements from the Canror ser. Ler £ be the intervals in £, such that
B K = K. Itis clear thar 4 and B are disjoint,

We can now finish our proof. Tt is clear that U(f, 7} — L(f. ) — 0 on A. Noting that the length of
the Canror sef is (4\;';}"‘ we have UU(f, P,) — L(f, P,) < f%}” on B.

Hence U(f, P,) — L(f. B.) < [%)‘ < ¢ for n sufficiently large.

http://math.stackexchange.com/questions/45993...
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