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Teorie

Věta 1 (Derivace integrálu závislého na parametru). Necht’ (X,S, µ) je prostor s mı́rou
a I ⊂ R je otevřený interval. Necht’ funkce f : I ×D → R má následuj́ıćı vlastnosti:

(De-1) Pro skoro všechna x ∈ D je funkce f(·, x) diferencovatelná na I,

(De-2) pro všechna α ∈ I je funkce f(α, ·) měřitelná,

(De-3) existuje integrovatelná funkce g na D tak, že pro všechna α ∈ I a x ∈ D je

∣∣∂f
∂α

(α, x)
∣∣ ≤ g(x),

(De-4) existuje α0 ∈ I tak, že f(α0, ·) je integrovatelná na D.

Potom pro všechna α ∈ I je f(α, ·) integrovatelná na D, funkce F : α 7→
∫
D f(α, x) dµ(x)

je diferencovatelná na I a plat́ı vzorec

F ′(α) =

∫
D

∂f

∂α
(α, x) dµ(x) .

Lemma 2 (Fatouovo). Necht’ D ∈ S a {fj} je posloupnost nezáporných měřitelných
funkćı na D. Potom ∫

D
lim inf

j
fj ≤ lim inf

j

∫
D
fj .

Věta 3 (Heineova věta). Necht’ c ∈ R∗, A ∈ R∗ a funkce f je definována na levém
prstencovém okoĺı bodu c. Pak jsou následuj́ıćı dva výroky ekvivalentńı.

(i) Plat́ı limx→c− f(x) = A.

(ii) Pro každou posloupnost {xn} splňuj́ıćı xn ∈ Df , xn 6= c pro všechna n ∈ N a
limn→∞ xn = c, plat́ı limn→∞ f(xn) = A.

Př́ıklady

1. Spočtěte limity

(a)

F (α) =

∫ ∞
0

e−αx dx,

na intervalu (0,∞). Spočtěte
limα→0+ F (α).

(b)

F (α) =

∫ ∞
0

xα−1e−x dx,

na intervalu (0,∞). Spočtěte
limα→0+ F (α).
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(c)

F (α) =

∫ ∞
0

x

2 + xα
dx,

na intervalu (2,∞). Spočtěte
limα→2+ F (α).

(d)

F (α) =

∫ π
4

0

1

ln(α− sinx)
dx,

na intervalu (
√

2/2, 1). Spočtěte
limα→1− F (α).

2. Spočtěte

(a)

F (α) =

∫ ∞
0

1− e−αx

xex
dx α ∈ (−1,∞)

(b)

F (α) =

∫ ∞
0

1− e−αx2

xex2
dx α ∈ (−1,∞)

(c)

F (α, β) =

∫ ∞
0

e−αx
2 − e−βx2

x
dx (α = β) ∨ (α, β > 0)

(d)

F (α, β) =

∫ ∞
0

e−αx
2 − e−βx2

x2
dx (α = β) ∨ (α, β ≥ 0)

Hint:
∫∞
0 −e

−αx2 dx = −1
2

√
π/α

(e)

F (α) =

∫ ∞
0

1− e−αx2

x2ex2
dx α ∈ (−1,∞)

(f)

F (α, β) =

∫ ∞
0

arctan αx− arctan βx

x
dx (α = β)∨(α, β > 0)∨(α, β < 0)

(g)

F (α, β) =

∫ ∞
0

e−βx
sinαx

x
dx β ∈ (0,∞), α ∈ R

Hint:dce dle α,
∫∞
0 e−βx cosαxdx = β/(α2 + β2).

Bonus

3. Existuje posloupnost funkćı fn ∈ L1(R) taková, že konverguje (stejnoměrně) k
nulové funkci na každém kompaktu a zároveň plat́ı, že

∫
R fn = 1?

4. Je pravda, že charakteristická funkce Cantorova diskontinua je Lebesgueovsky
integrovatelná, ale neńı Riemannovsky integrovatelná?
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