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Teorie

Véta 1 (Derivace integralu zévislého na parametru). Necht (X,S, i) je prostor s mirou
a I C R je otevieny interval. Necht funkce f : I x D — R md ndsledugici vlastnosti:

(De-1) Pro skoro vsechna x € D je funkce f(-,x) diferencovatelnd na I,
(De-2) pro vsechna o € I je funkce f(c,-) méritelnd,

(De-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vechna o € I a x € D je
of
2 <
|55 (@ )] < g(@),

(De-4) ezistuje ag € I tak, Ze f(ap,-) je integrovatelnd na D.

Potom pro vsechna « € I je f(w, ) integrovatelnd na D, funkce F : oo [, f(ov, ) dp(x)
je diferencovatelnd na I a plati vzorec

Fl(a) = Dg;j(a,@ dpu(z)

Lemma 2 (Fatouovo). Necht D € S a {f;} je posloupnost nezdporniyjch méritelnych

funkci na D. Potom
/ liminf f; < lim'inf/ fi-
D J J D

Véta 3 (Heineova véta). Necht ¢ € R*, A € R* a funkce f je definovdna na levém
prstencovém okoli bodu c. Pak jsou ndsledujici dva vyroky ekvivalentni.

(i) Platilimy_,._ f(z) = A.
(it) Pro kaZdou posloupnost {x,} spliujict x, € Dy, x, # c pro viechna n € N a
lim, 00 T, = ¢, plati lim, o0 f(x,) = A.
Priklady
1. Spoctéte limity

(a) N (b) )
F(a) = /0 e dg, Fla) = /0 2o le= dg,

na intervalu (0, 00). Spoctéte na intervalu (0, 00). Spoctéte
limy 04 F(a). limy 04 F(a).
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I i 1
F(a)—/o 2+:U°‘dx’ F(a):/o ln(idw’

a — sinx)
na intervalu (2,00).  Spoctéte na intervalu (v/2/2,1). Spoctéte
limgy_yo4 F(a). limy—y1— F(a).
2. Spoctéte

(a)
F(oz):/O ILd:t a € (—1,00)

© 1 _ oz
F(a):/ 672dx a € (—1,00)
0

F(a, ) = /0 T aeten 07 “ e BT 4 o = B)v(a B > 0)V(a, B < 0)

F(a,8) = / e—ﬁxSIHf‘”” dr  Be(0,00),acR
0

Hint:dce dle o, [;° e 7 cosax dz = B/(a® + 5?).

Bonus

3. Existuje posloupnost funkci f, € L'(R) takovd, Ze konverguje (stejnomérné) k
nulové funkci na kazdém kompaktu a zaroven plati, ze fR fn=17

4. Je pravda, ze charakteristickd funkce Cantorova diskontinua je Lebesgueovsky
integrovatelna, ale neni Riemannovsky integrovatelna?
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