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Teorie

Véta 1 (Limita integrdlu zdvislého na parametru). Necht P je metrickiy prostor a
ACP. Bud a€ A\ A. Necht funkce f: A x D — R md ndsledugjici vlastnosti:

(Li-1) Pro skoro vsechna x € D existuje lim  f(¢,x).
t—a,t€A

(Li-2) pro vsechna t € A je funkce f(t,-) méritelnd,

(Li-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro viechna t € A a x € D je

|f(t, @) < g(z).
Potom

li t,x)d = 1 t,x)d .
[ dim pea)dnte) = gim [ o) au)
specidlne vyrazy vyskytujict se vyse maji smysl.

Véta 2 (Spojitost integrdlu zdvislého na parametru). Necht P je metrickyj prostor. Bud’
a € P aU okoli bodu a v P. Necht funkce f :U x D — R md ndsledujici vlastnosti:

(Sp-1) Pro skoro vSechna x € D je funkce f(-,x) spojitd v a,
(Sp-2) pro vsechna t € U je funkce f(t,-) méritelnd,

(Sp-3) existuje integrovatelnd funkce g na D tak, Ze pro vsechna t € U a x € D je

[f(t,2)] < g(x).

Potom pro viechna t € U je f(t,-) integrovatelnd a funkce

Fote / F(t,2) dp(z)
D
je spojitda v bodé a.

Lemma 3 (Fatouovo). Necht D € S a {f;} je posloupnost nezdpornijch méritelnych

funkci na D. Potom
/ liminf f; < lim'inf/ fi-
D J J D

Véta 4. Funkce f je spojita v intervalu (p,q) pravé tehdy, kdyz je spojitd v kazdém
intervalu [po, o] C (p, q).

Funkce f je spojita v intervalu (p, ¢) pravé tehdy, kdyz je spojitd v kazdém intervalu
(p07 qO] - (p7 q)

Funkce f je spojité v intervalu (p, ¢) prave tehdy, kdyz je spojitd v kazdém intervalu
[p07q0) C (p7 q)
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Priklady

1.

10.

11.

12.

Ukazte, ze funkce F

F(a):/o e “dx,

je spojita v intervalu (0, 0o).

Spoctéte
lim F(a).

a—0o0

. Ukazte, ze funkce F

[e.e] 6—0(])
F(a)= / —— dz,
0 1 + 562

je spojitd v intervalu [0, c0).

. Urcete
i Pl g Fe)
kde
Fla) = /” In(1+ asinz) d
0 Xz
a € (0,00).
. Ukazte, ze funkce F

o0 xafl
Fla) = / dz,
o l1+=x

je spojita v intervalu (0, 1).

. Ukazte, ze funkce F

ool 1 2,.2
F(a):/o 711( +a$)dx,

)
je spojitd v intervalu (—oo, 00).

Bonus

. Ukazte, ze funkce F

1
F(a)= /0 sgn(z — «) dz,

je spojita v intervalu (—oo, 00).

Néavod: primym vypoctem, pies vétu to
nelze.

. Ukazte, ze funkce F

F(a) :/0 e du,

(tzv. Gamma funkce) je spojita v inter-
valu (0, 00).

Spoctéte

ozll%l-i- F(Oé)

. Ukazte, ze funkce F

F(a):/ :E dz,
0 2+£L'a

je spojita v intervalu (2, c0).

. Ukazte, ze funkce F

je spojita v intervalu (1, 00).

Necht f € L'(0,00). Ukazte, ze pak existuje posloupnost z, — oo takova, ze

limy, 00 p f(z) = 0.

Necht f :[0,1] — R. Je pravda, Ze jestlize mnozina {z € [0,1]; f(z) = ¢} je
méfitelnd pro Ve € R, tak potom je funkce f méfitelna?

Ukazte, ze jestlize fi, fa,. ..

i funkce g(z) = max{ fi(x), fo(x),...

, fn jsou jednoduché funkce, tak potom jsou jednoduché

» fn(2)} ah(z) = min{fi(z), fo(z),...

s fn(2)}-
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