
Parciálńı zlomky - teorie

Definice 1. Racionálńı funkćı budeme rozumět pod́ıl dvou polynomů, kde polynom ve
jmenovateli neńı identicky roven nule.

Věta 2 (O rozkladu na parciálńı zlomky). Necht’ P, Q jsou polynomy s reálnými koe-
ficienty takové, že

(i) st P < st Q,

(ii) Q(x) = an(x− x1)p1 . . . (x− xk)pk(x2 + α1x+ β1)
q1 . . . (x2 + αlx+ βl)

ql ,

(iii) an, x1, . . . , xk, α1, . . . , αl, β1, . . . , βl ∈ R, an 6= 0,

(iv) p1, . . . , pk, q1, . . . , ql ∈ N,

(v) žádné dva z mnohočlen̊u x−x1, x−x2, . . . , x−xk, x2+α1x+β1, . . . , x
2+αlx+βl

nemaj́ı společný kořen,

(vi) mnohočleny x2 + α1x+ β1, . . . , x
2 + αlx+ βl nemaj́ı reálný kořen.

Pak existuj́ı jednoznačně určená č́ısla A1
1, . . . , A

1
p1 , . . . , Ak1, . . . , A

k
pk

, B1
1 , C

1
1 , . . . , B

1
q1 ,

C1
q1 , . . . , B

l
1, C

l
1, . . . , B

l
ql
, C lql taková, že plat́ı

P (x)

Q(x)
=

A1
1

(x− x1)p1
+ · · ·+

A1
p1

x− x1

+ · · ·+ Ak1
(x− xk)pk

+ · · ·+
Akpk
x− xk

+
B1

1x+ C1
1

(x2 + α1x+ β1)q1
+ · · ·+

B1
q1x+ C1

q1

x2 + α1x+ β1
+ . . .

+
Bl

1x+ C l1
(x2 + αlx+ βl)ql

+ · · ·+
Bl
ql
x+ C lql

x2 + αlx+ βl
.

pro všechna x ∈ R splňuj́ıćı Q(x) 6= 0.

Postup při integraci racionálńı funkce

1.
∫ P (x)
Q(x) =

∫
P1(x) +

∫ P2(x)
Q(x) , kde st P2 < st Q, Q 6= 0.

2. Provedeme rozklad na parciálńı zlomky.

3. Integrace parciálńıch zlomk̊u:

(a) ∫
A

(x− a)n
=

{
A

1−n
1

(x−a)n−1 n > 1

A ln |x− a| n = 1

toto pro x ∈ (−∞, a) nebo (a,∞).
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(b) ∫
Bx+ C

(x2 + αx+ β)q
=
B

2

∫
2x+ α

(x2 + αx+ β)q
dx+

(
C − Bα

2

)∫
dx

(x2 + αx+ β)q∫
2x+ α

(x2 + αx+ β)q
dx =

{
−1
q−1

1
(x2+αx+β)q−1 q > 1

ln(x2 + αx+ β) q = 1

pro x ∈ R
(c) ∫

dx

(x2 + αx+ β)q
=

∫
dx((

x+ α
2

)2
+
(
β − α2

4

))q =

1(
β − α2

4

)q ∫ dx( x+α
2√

β−α2

4

)2

+ 1

q

provedeme substituci t =
x+α

2√
β−α2

4

, celý integrál bude

(
β − α2

4

) 1
2
−q ∫

dt

(t2 + 1)q

pro q = 1 źıskáme arkustangens, pro jiná q je potřeba použ́ıt perpartes a
postupně snižovat mocninu:

∫
dt

(t2 + 1)q
=

∫
1 + t2

(t2 + 1)q
dt−

∫
t2

(t2 + 1)q
=

∫
1

(t2 + 1)q−1
dt−1

2

∫
t

2t

(t2 + 1)q

Prvńı integrál je o stupeň nižš́ı, druhý integrál proženeme per partes a
źıskáme: ∫

t
2t

(t2 + 1)q
=

1

1− q
t

(t2 + 1)q−1
− 1

1− q

∫
dt

(t2 + 1)q−1

celkem tedy∫
dt

(t2 + 1)q
=

1

2q − 2

t

(t2 + 1)q−1
+

2q − 3

2q − 2

∫
1

(t2 + 1)q−1
dt
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