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C%. Funkci oznaéme ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

arctg((¢(2))* + mp(z)) — €**®@ 4 cosz — p(z) = 0.
20(x)¢’(z) + p(2) + 29’ (z)
1+ ((¢(2))? + zp(x))?
Tt (2@ (@) + () + 0/ ()?
L 2 (@)* + 20(2)¢" (@) + ¢ (2) + ¢/ (2) + 9" (2)
1+ ((¢(2))? + 2p(x))?
—(¢'(@) + ¢'(z) + 20" (2))e™?®) — (p(z) + 2/ (z))2e*# ()

—cosz — ¢''(x) = 0.

(p(z) + 29’ (2))e™®) —sinz — ¢'(z) =0,

Dosadime-li z = 0 a pouzijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ©"(0) = —1.

Priklad I4 : MnozZina M je uzaviend a omezené (jedna se o priinik uzavieného kruhu a
uzavieného prvniho kvadrantu) — je tedy kompaktni. Funkece f je spojita na celém R? a
proto musi nabyvat maxima i minima na mnoziné M . Zkoumejme chovéani funkce f nejprve
na vnitiku mnoziny M.
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0
X (a) =

Uvnitf mnoziny M jsou obé parcialni derivace funkce J nenulové, proto uvniti M neni
zddny podeziely bod. Hranici mnoziny M rozddlme na t¥i &sti:

Hy = {[z,0]; z € (0, D},

Hy = {[0,y]; vy € (0,1)},
Hy= {[z:9); &50; y >0, 3»‘2+y2:1},

Je-li [z,y] € Hy, plati f(z,y) = arctg z. Funkce arctg je rostouci a proto podezielymi body
jsou [0,0] a [1,0]. Podobné je tomu na mnoziné H,. Tam dostavame podezrelé body [0,0] a
[0,1]. Na H3 pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikétorti. Necht 9(z,y) =% +y>-1.
Vidime, ze f, g € C!(R?). Pro parciilni derivace g plati:

dg dg
—Z(z,y) = 2 —(z,y) = 2.
am("”y) 2, 6y(ﬂf‘.y) Y

Vektor (2z,2y) je nulovy, pravé kdyz [z,y] = [0,0] - tento bod oviem nele#{ v Hj. Nyni je
tfeba vyTesit nasledujici soustavu

(1) 4y?=1

1
2 = A2z
(2) T2 A2z
(3) S Sy



Z (2) a (3) vyplyva

(4) A2z(1 + 22) = A2y(1 + ).

Z (2) vyplyva, ze A # 0. Proto miZeme (4) upravit na tvar
z—y=—(z - y)(a?+ay + 7).

Plati tedy bud z = y nebo —1 = 22 + zy 4 y?. Druh4 moznost vsak nastat nemiize, nebot
prvky z Hs maji obé soufadnice kladné. Prvni moznost spolu s (1) dava dalsi podeziely

bod [1/v/2,1/V2].

Nalezli jsme tyto podeztelé body:
[0,0, [0,1], [1,0], [1/VZ,1/V2].

Porovnénim funkénich hodnot funkce f v uvedenych bodech (provedte podrobné) zjistime,
ze f nabyva svého minima v bodé [0,0] a maxima v bodé [1/v/2,1/v/2].

Priklad I5 : Funkce, kterou méme integrovat, je definovana na R a je na R spojité.
Pouzijeme Eulerovu substituci v22 4+ 2z + 4 = z + ¢. Pak dostaneme

t2 4 —12 42— 4
; dt = —————— dt.
20—t 7T T2a—12

Je tfeba nalézt primitivni funkci

15

-4
=2 L =4 2 — 4
fzm 2 - 2 dt:/ 2 o
=+t 20-1) 22 — 4t +2

4 _1._2-5
22 —4t4+2 2 ' 242 _ 4t 4 2

RozloZime-li posledni vyraz na parcialni zlomky dostaneme

t2 —4 3
dt = dt —dt - | ——dt
_/2t2—4t+2 / +/t—l /2(t—1)2
.
2(t —1)’

Plati

= -t+log|t—1]+

5 t € (—o0,1) nebo t € (1, +00).

Podle véty o substituci dostavame
z 1
—dr = (V22 4+ 22+ 4 — =z
/ Va2 +2z+4 2( )

3
+log|vVz2+2z+4—z—1|+ , z € R.
d | 2Vl + 2z 4+4 -z - 1)




Priklad D2 : Funkee f je definovana na R2. V bodech [z,y], kde zy # 0, miZeme poé&itat
derivaci ,podle vzoreck“:

%('xa y) =" V22 + sgn(xy) - v,

3] "
—f(a:,y) =V 474 sgn(zy) - .
dy
Zbyvéa vysetfit parcidlni derivace v bodech, kde xy = 0. Z véty o aritmetice limit plyne,
ze funkce f ma parcidlni derivaci podle z (resp. podle y) v bodé [z,y] pravé tehdy, kdyz
ji tam mé funkce g : [z,y] — |zy| (je totiz f — g € C*(R?)). Pocitejme derivace funkce g v
bodech [z,0], z € R, a [0,y], ¥y € R, podle definice:

oz’ t—0 t = 30 0t ’
99, o o glEt) =gl ) |zt|] .
Oy =i = et

Posledni limita existuje, pravé kdyz x = 0, a v tomto pfipadé je nulova.

0,
99 0, y) = o 90y +1) —9(0,9) —1im % =0,
6?; t—>0 t t—=0 t
oo 9y) —g(0,y) Lty
3 00) = i S0 = i B — i e

Posledni limita existuje, pravé kdyz y = 0, a v tomto pfipadé je nulova.
Z vyse uvedeného vyplyva, ze

D(gf) R2\ (0,4 y € R, y#0},

’D(g;j) R?\ {[,0]; z € R, = # 0}.

Parcidlni derivace funkce f jsou v bodé [1, 2] spojité. Proto v bodé [1, 2] existuje totalni
diferencial, a tedy i teénda rovina, kterd ma tvar

z=1/e+16+ (2/e+2)-(x — 1)+ (8 —1/e) - (y — 2).

Piiklad D3 : Polozme
F(z,y) = log(z + arctgy + 1) + zv.

Funkce F' je definovéna na jisté oteviené mnoziné G obsahujici bod [0, 0] a pro jeji parcilni
derivace plati:

oF i

Es-(a:’y) - x4+ arctgy + 1 +y,

OF 1 1
a_y('“”"y) - z+arctgy+1 1432 o



Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcidlni derivace, tj. F' €
C%(G). Déle plati F(0,0) =0 a ‘—?.}%(070) =1 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nade rovnice uréuje
v jistém okolf bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, kterd sama je t¥idy C2.
Funkei oznac¢me ¢ a jeji derivace vypoéitejme postupnym derivovénim vztahu

log(z 4 arctg ¢(z) + 1) + zp(x) = 0,

! (1+ L))) + () + 3¢ (z) =0,

z +arctgp(z) +1 1+ ¢(z

5l P \*
(z + arctg p(z) + 1)2 (1 g + t,o(:t:)z)
N 1 (@)1 + p(x)?) — 20 (2)¢' (x)p(z)
x + arctg p(z) + 1 (1+ p(x)2)?
+¢'(z) + ¢ () + 29" (2) = 0,

Dosadime-li = 0 a pouzijeme-li (0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢”(0) = 2.

Priklad D4 : Mnozina M je omezena a uzaviena (jedné se o prinik uzavieného kruhu
$ uzavrenou polorovinou), a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takie na M
nabyva svého maxima i minima. Hledejme podezielé body nejprve uvnitt mnoziny M.
Spoc¢teme parcialni derivace f:

af B 2 of o
ax(m,y) = 2x + 4z°, ay(m,y) =—2Y.

Obé parciélni derivace jsou nulové v bodech [~1/2,0], [0,0]. Pouze prvni bod viak pati
do vnitfku mnoziny M.
Hranici mnoziny M si rozdélime na dvé éésti:

Hy = {[z,y] eR* = =0, y € [-2,2]},
Hy ={[z,y] € R* 2? +y* =4, z < 0}.

Na mnoziné Hy mé funkce f podezfelé body: [0,2], [0,-2], [0,0], protoze f(0,y) = —y2.
Podezielé body na Hj; budeme hledat metodou Lagrangeovych multiplikdtori. Vazebna
podminka je ur€ena funkei g(z,y) = z? + y? — 4. Funkce f i g jsou tiidy Cl(R?). Na
mnoziné Hj je vidy (gf—:, %E) # (0,0). Resme nasledujici soustavu

1) z® +9? =4,

(2) 2z + 4z% = A2z,

(3) —2y = A2y.

Z (3) dostaneme, ze A = —1 nebo y = 0. Prvni moznost spolu s (2) dava, Ze = = 0 nebo
z = —1. Pomoci (1) dopoéteme pro tato = pfislusna y a dostaneme body
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