11. cviceni
http://www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/, kytaristka@gmail.com

Priklady
Najdéte primitivni funkce k nésledujicim funkcim na maximalni mozné podmnoziné
realnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.
2z + 3
1. flo)= —F——

J(@) (r —2)(x+5)

Reseni:

Rozkladem na parcidlni zlomky muzeme postupovat nasledovné: hledame koefi-

cienty A, B tak, aby

2¢ +3 A B

(@—2)@+5) -2 245

Pienasobenim této rovnice (x — 2)(x + 5) dostaneme rovnost
20 +3=A(x+5) + B(xr —2)

Rovnost plati pro kazdé x. Dosazenim x = 2 dostaneme, ze 7 = 7TA + 0, a tedy
A = 1. Dosazenim x = —5 dostaneme, ze —7 = —7B, a tedy B = 1. Odtud
vyplyva, ze

2¢ 4+ 3 1 1 c
" dz= d —— dz =1 —2|+1
/(xQ)(:z:+5) x /x2 x+/x+5 r=In|z —2|+In|z+ 5

Vysledky jsou totozné (podle pravidla o souctu logaritmu).

4

X
2. =
1@ = s
Reseni:
Plati, ze
zt (et 452+ 4)—bxr—4 5a%+4 5% +4
i+ 52244 xt + 522 +4 2t b2 4 T (224 1) (22 +4)

Obecné bychom méli hledat rozklad ve tvaru

50°+4 A4+ Bz  C+dx

(22 4+1)(224+4) 22+1 * z2+4

zde ale postac¢i hledat jej ve tvaru

522 4+ 4 A C

(2 +1)(22 +4) m2—|—1+x2—|—4
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Je to z toho duvodu, ze ve zlomku neni nikde ptitomno x v prvni mocniné. Mozné
bude 1épe vidét, proé to funguje, pokud namisto > budeme psét t.

sitd A C
(t+1)(t+4) t+1 t+4

Poznamenejme, Ze jde o substituci do vyrazu za uc¢elem hledani rozkladu, nikoliv
substituci do integralu. Substituce ndm bude uzite¢nd i v tom, ze za t lze dosazovat
zéporna ¢isla, coz zjednodusi postup ziskavani koeficientu A, B. Kazdopadné,
prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

5t+4=A(t+4)+C(t+1)

Dosazenim t = —4 a t = —1 dostaneme, ze!

—16 = -3C = Cz?

—1=34 — A:—%

Odtud tedy méame, ze
5t +4 1 1 16 1

(t+1)(t+4)  3t+1 T34

a tedy
5x2 +4 1 1 16 1

(22 + 1) (2% + 4) _§x2+1+§x2+4

Nyni uz muzeme provést integraci.

4
T 1 1 3 1 1 c
/x4+5x2+4 v /< +3x2+1 16 4(x/2)2+1> v

C +1 ; 1 ¢ T +1 ) 8 ¢ T
= g+ —arctan ¥ — - - ——arctan — = x + —arctan x — —arctan —
3 3 1/2 2 3 3 2
T
3. =
@)= 35,73
Reseni:

Protoze stupen polynomu v ¢itateli je mensi nez stupen polynomu ve jmenovateli,
neni potfeba zlomek pred rozkladem na parcialni zlomky upravovat.

1) Poznamenejme, ze zde hleddme rozklad platny pro véechna t redlnd. Pokud by nékdo namitl, ze
t = z? a neni tedy mozné dosazovat zdporna &isla, pak na tuto namitku odpovézme, Ze pokud najdeme
obecnéjsi rovnost platnou pro vSechna redlnd Cisla, pak jisté plati i pro v8echna nezdporn realnd ¢isla
— ktera jiz lze psat ve tvaru druhé mocniny x.
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Nejprve najdéme rozklad jmenovatele. Uhodneme, Ze ¢islo 1 je kofenem polynomu
x3 — 32 + 2. Potom plati, Ze

(2°—3z+2):(x—1) =2 +z—-2=(z+2)(z—1)
a tedy plati, ze
(2 =32 +2)= (2 — 1)*(z +2)
Rozklad na parcidlni zlomky budeme hledat ve tvaru

x _A+B+C'
(z—-12(z+2) (z-1)2 2-1 x+2

Pfendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
r=A(x+2)+ Bz —1)(z+2)+C(z—1)°

Dosazenim z = 1 a x = —2 dostaneme, ze

=3A = A:%

2
—2=9C = C= —3
Nakonec tfeba dosazenim x = 0 dostaneme, ze

c 1 1
—24-2B B=A4+—-=--=
0 +C0 = + 5 =3"5=3

Odtud vyplyva, ze plati

/kx—D@i&ﬂx+mdx:/(;@jlﬁ+§xil_3x12>dm

o

c 1 1 2 2 1 2 r—1
=——————+—Injz—1|—=1 2l=————+-1
3o Tolle—l-ghled 2 =—sr— +glnii0s
4 f(a) 2243z —2
. flx) =
(x —1)(22 + 2+ 1)?
Reseni:
Rozklad na parcidlni zlomky hledame ve tvaru
22+ 3z —2 A Bx+C Dx+ FE

(x—1)(z?2+x+1)2 Tr-1 + ?+r+1 + (2?2 +x+1)2
Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

2432 —-2=A@*+2+ 1)+ Bz +CO)a* +z2+1)(z— 1)+ (Dz + E)(z — 1)
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Roznasobenim pravé strany mame
22 432—2 = A—C—FE+4+2Az—Bx—Da+Ex+3A2*+Da? +2 Az +Ca® + Azt + Ba*

odkud porovnanim koeficientti dostaneme, ze

PUEIFE T R R
9 9 9 3 3
Hledany rozklad ma tedy tvar

?+3r-2 2 1 2 z+2 1 z+8
(x—1)(224+2+1)2 9z—-1 922+z+1 3 (22+x+1)2

Jednotlivé zlomky budeme integrovat zvlast. Plati, Ze

2 1 2
/ dwgfln\:c—l\

9z —1 9
2/ T+ 2 d 1/ 20+ 1 d 1/ 1 d C
- —dr=—= | ———dr— = | ———dx =
9 ) 224zx+1 9) 224+x+1 3) 2242x+1
c 1., 2 2z + 1
= ——In(z*+x+1)— arctan
T ) "3/ 3

a nakonec

1/ T+ 8 d 1/ 2z +1 d +5/ 1 d
- —sdr== | ————do+ < | ———=dz
3) (22 +x+1)2 6/ (22+x+1)2 2) (2+x+1)2

(Druhy integral pocitame prevedenim jmenovatele na kanonicky tvar (z+ %)%—% =
%[(%)2 + 1] a substituci 22t = tg ¢.)

o

V3
cb 2x+1 n 10 ‘ 2x +1
= arctan
622+xz+1 33 V3

Dohromady dostaneme po tpraveé
Sx + 2 8 20 +1 (x—1)2

/ 2243z —2 d c1 n ‘
T == arctan n
(x —1)(x2+x+1)2 3x2+x+1 33 V3 ?+r+1

5. f(a) = (M)Q

Reseni:
Nejprve najdeme rozklad jmenovatele. Plati, ze

22 —3x4+2=(z—1)(z—2)
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Hleddme tedy rozklad vyrazu

132

(@ — D)2z —2)°

Ten je potfeba obecné hledat ve tvaru

z? 4 B C D
(x—1)2(x—-2)2 (z-12 2-1 (x—-2)2 -2

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
2= Az -2+ Bz —1)(z -2 +C(x— 1) + D(z — 2)(z — 1)*
Dosazenim z = 1 a x = 2 dostaneme, Ze
1= A, 4=C

Zbylé koeficienty B, D urc¢ime dosazenim dvou libovolnych hodnot, tfeba z =0 a
x = 3. Dostaneme, zZe

0=4A—-4B+C—-2D=4—-4B+4—-2D = —8=—-4B—-2D

9=A+2B+4C+4D=1+2B+16+4D — —8=2B+4D
Odtud snadno vyplyva, ze D = —4 a B = 4. Odtud vyplyva:

/<m2_:§x—i_2)2:/<($_11)2+$i1+(JJ—42)2_mi2>g

C 1 r—2+4(x—1) x—1
C  imjr—1——— —4m|z—2/=— A1 -
pra L A Bt A By prae 3y prom ] e

or — 6 x—1
- + 41
x2—3x+2+ nx—2‘
z? +5x + 4
6. ==
/(@) xzt + 522 + 4
Reseni:

Jmenovatel je kvadraticky trojélen v z2. Podle Vietovych vztaht plati, ze
a2t + 522 +4 = (22 +1)(2? +4)
Hleddme rozklad na parcidlni zlomky ve tvaru

22+ 5x 44 _Ax+B Cz+ D

@2+ 1)@2+4) 2241 " 2244
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Prendsobenim jmenovatelem dostaneme, ze
22 45z +4=(Az+ B)(2® +4) + (Cz + D)(2® + 1)

22 +5x+4=Ar3+4Ax + B> + 4B+ Ca2® + d2> + Cx + D

Odtud méame soustavu rovnic

A+C=0
B+D=1
4A+C =5
4B+ D =4
kterd ma feSeni ) 5 s o 5 b
37 ’ 3’

Rozklad na parcidlni zlomky ma tedy tvar

2?4+ 5z +4 Sx+1 —ia

(@2 4+1)(224+4) 22+1 +x2—|—4

po roztrzeni prvniho zlomku na dva a vhodném rozsiteni dostaneme

> +5r4+4 5 2 L 5 2
(22 +1)(22+4) 622+1 1+22 622+4

Odtud vyplyva, ze (integrél z prvniho a t¥etiho zlomku Fesime tieba substituci ¢
= jmenovatel pfislusného zlomku)

22+ 5x 14 c b 9 5 )
/($2+1)(x2+4) dz = éln(l—i-x )+arctanx—gln(4+m )
7. f(@) :
. Xr) =
(22 — 4z + 4)(22 — 4z + 5)
Reseni:
Plati, ze

(2% — 4z +4)(2® — 4z +5) = (z — 2)%(2% — 42 +5)

pricemz druhy kvadraticky trojclen je nerozlozitelny (nem4 redlné kofeny). Hleddme
tedy rozklad ve tvaru
1 A B Cx+D

(22 —4x + 4) (2% — 4o+ 5) :x—2+(x—2)2+x2—4x+5

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

1= A(x —2)(2® — 4z + 5) + B(2® — 4z + 5) + (Cz + D) (x — 2)?,
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odkud dosazenim x = 2 dostaneme, ze B = 1. Roznédsobenim v pifedchozim vztahu
a porovnanim koeficientil na levé a pravé strané

1= A(x —2)(2? — 4z + 5) + (2* — 42 + 5) + (Cx + D)(z — 2)?

1=5—10A+44D —4x+13Az+4Cx — 4Dz + 2> —6Ax? —4C2* + D2’ + Az® + O

dostaneme soustavu rovnic
1=5—-10A4+4D

0=—-4+13A+4C - 4D
0=1-6A+4C+ D
0=A+C
Ta mé feseni A=0,C =0, D =—1. Odtud méame, ze hledany rozklad ma tvar

1 1 1

(22 —dz+4) (22 —42+5) (x—2)2 22—42+5

Odtud vyplyva

e e
(22 —4x + 4) (22 — 42+ 5) T (x —2)? v 22 —dr+5

1 1 c 1
—_— Y . S P — arctan (z — 2
p— /1+($_2)2 x p— arctan (z — 2)

1
8. =
J@) = i ot te+ )
Reseni: Kvadraticky trojélen 22 +z+1 = (z+ %)2 + % nemé realné kofeny. Proto

rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

1 A B Cx+ D

z(1+2)(1 4z + 22) _E+ 1+;1:+332+x—|—1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
1=A0+2)(1+z+ 2% +Baz(1+2+2%) + (Cz + D)z(x + 1)

Dosazenim x = 0 dostaneme, ze A = 1. Dosazenim x = —1 dostaneme, ze B = —1.
Po dosazeni a roznasobeni dostaneme

l=1+2)(1+z+2°)—z(1+z+2%)+ (Cz+D)x(z+1)
l=14z+22+C2®+Ca? + dz? + dz

odkud vyplyva, ze D = —1 a C' = 0. Rozklad m3a tvar
1 1 1 1

t(A+2)1+z4+22) z 14z 224+z+1
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Integraci dostavame

1 c 1 c
dz =1 —In|1 - =
[ e el [

Cl x \/Z ; x—i—% | x 2 ¢ r+1
=In — 4/ —arctan =1In — ——arctan
1+=z 3 \/5 1+ V3 V3
4
1
9. =
Resenti:

Platf, ze 2° + 1 = (z + 1)(z> — 2 + 1) = (z + 1)((z — 3)® + 2). Druhy kvadraticky
trojclen tedy nemad redlné koteny, rozklad tedy hleddame ve tvaru

- A N Br+C
W+l x+1 22—z+1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
1=A(z* -z +1)+ (Bz+CO)(z+ 1)
dosazenim x = —1 dostaneme, ze A = % Roznésobenim pak dostaneme
1
1= g(a:Q—x+1)+B:z2+B:1;+C$+C'

odkud ihned vyplyva, ze C = % (porovnéni koeficientu absolutnich ¢lenu) a B =
—% (porovnani koeficientit u druhé mocniny z). Rozklad mé tedy tvar

1 11 1 z-2
$3+1 3z+1 322—z+1
Plati, ze
1 1 c1
- de = =1 1
/3x+1 v=ghnfz+l]
1 -2 1 22—-2 1 1 c
/3x2—x+1 v /61’2—3:+1 o /3x2—x+1 v
cl. 2 2z — 1
=—-In(z—x+1)— arctan
Odkud vyplyva, ze
1 c 1 1 9 _
——dr=-In|lz+1]l—=-In(z“*—2x+1) + arctan
/x3+1 3 | | 6 ( ) 3v3 V3
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10. f(x) = 3

11.

T
-1

Resen:
Plati, ze 2 — 1 = (x — 1)(2® + = + 1), piicemz druhy ¢len jiz nema redlné kofeny.

Rozklad tedy hledame ve tvaru

r A N Bx +C
w—-1 x—1 z224z+1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah

r=A@?+z+1)+ Bz +C)(z—1)

dosazenim xz = 1 dostaneme, ze A = % Zpétnym dosazenim a roznasobenim
dostaneme, zZe
1 1 1
T = §x2+§x+§+BxQ—Bx+C'x—C,

odkud vyplyva, ze C' = % (absolutni ¢leny) a B = —% (koeficienty u z2). Rozklad
ma tedy tvar

T _1 1 1 -1
-1 3zx—1 322+4+z+1
Plati, 7e

1 1 c1
= de € -z —1

/3m—1 z=glnfe—1|

1 z-1 1 2x+2 1 2 C
/3x2+m+1 o /6x2+:1:+1 o /33624-:6—1-1 v

1 4 2 1
—In(z® +  +1) — —=arctan Tt

6 3V3 V3

Odtud vyplyva:

1 1 2 1
/x3””_ Cde S olnfe— 1) Cin(® fo 1)+ 53 rctan x\/g
1
o) = ey
Reseni:

Polynom z* + 22 4+ 1 zjevné nemé zadné redlné koteny, lze jej tedy rozlozit na
soucin dvou ireducibilnich kvadratickych trojélenu. Hledejme tento rozklad ve
tvaru

2+ 22+ 1= (2> + Pz +Q)(2®> + Rz + 5)

Roznasobenim pravé strany dostaneme

2t + 22 +1=2* + Ra® + Sa? + Pad + PRa® 4+ PSz + Q2 + RQz + SQ
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Odtud méame soustavu rovnic
SQ=1, RQ+PS=0, S+Q+PR=1, R+ P=0

7 posledni rovnice plyne, ze R = —P, z druhé potom plyne, ze RQ = RS a tedy
Q = S. Dosazenim do zbylych dvou dostaneme, ze S? =1 a 25 + R? = 1, odkud
plyne, ze S =Q =1 a R = —P = +1. Tim dostavame rozklad

4 +l=0 4+ D)@ -z +1)
Rozklad na parcialni zlomky tedy hledame ve tvaru

1 B Ax + B n Cx+ D
42241 224+z+1 22—z+1

Prendsobenim jmenovatelem dostaneme vztah
l=(Az+B)(@* —z+1)+ (Cz+ D)(a* + z + 1)
roznasobenim levé strany mame
1 =B+ D+ Az — Bz + Cx + Dz — Az® + Ba? + Ca? + Da* + Az® + Co®
a odtud dostavame porovnanim koeficientu soustavu rovnic

= B+D

= A-B+C+D
~A+B+C+D
— A+C

R e I e
I

kterd ma reSeni 1 1
2’ 2

Rozklad na parcidlni zlomky ma tedy tvar

1 r+1 1 -1

1
a2 +1 2224z2+1 222—2+1

Dalsim rozkladem na tvar

1 1 2z+1 +1 1 1 2z-1 1 1
a2 +1 4224+ x+1 4d224ax+1 422 —x+1 42—z -—1

a naslednou integraci dostaneme, ze

1 cl. 224z+1 1 2r + 1 1 2r — 1
- dz=Zln
A+ x2+1 4
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