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Teorie

Definice 1. Nechf funkce f je definovana na neprazdném otevieném intervalu I. Rekneme,
ze funkce F je primitivni funkce k f na I, jestlize pro kazdé = € I existuje F’(x) a plati
Fl(z) = f(x).

Véta 2 (Rovnost az na konstantu). Necht F' a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R takové, ze F(x) = G(x) + ¢ pro kazdé x € I.

Véta 3 (Linearita neurcitého integralu). Necht f m& na otevieném intervalu I primi-
tivni funkci F, funkce g mé na I primitivni funkci G a «, 8 € R. Potom funkce aF'+ G
je primitivni funkei k aof + Bg na I.

Véta 4 (prvni véta o substituci). Necht a,b, o, 8 € R*, a < b, a < . Necht F je
primitivni funkce k f na (a,b). Necht ¢ je funkce definovand na intervalu («,3) s
hodnotami v (a, b), kterd ma v kazdém bodé («, 3) vlastni derivaci. Pak

/ Fe@®)¢ 0t € Flo(t)), te (a,B).

Véta 5 (Integrace per partes). Nechf I je neprdzdny otevieny interval a funkce f je
spojitd na I. Necht F' je primitivni funkce k f na I a G je primitivni funkce ke g na I.
Pak plati

u(x) | v(x) u(x) v'(x)
P(x) - ek P(z) k@ P(z)-In"x In" z P(z)
P(z) - a* P(x) ah® P(z) - arcsin (kz) | arcsin (kx) | P(x)
P(zx) -sin(kz) | P(x) | sin(kx) P(x) - arccos (kx) | arccos (kz) | P(x)
P(z) - cos(kzx) | P(x) | cos(kx) P(z) - arctan (kz) | arctan (kx) | P(x)
P(z) - arcctg (kx) | arcctg (kz) | P(x)

Priklady

Najdéte primitivni funkce k nésledujicim funkcim na maximdalni mozné podmnoziné
realnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

1. Uvod

1
(a) /x13+\/§+3dfc
T

Reseni: Sledujte vypocet

1
24— e

13 1 13 1/2 -3 a2
e+ Vet sde= [z /Pt de = =+ 5 +c
T —2x

14 " 3"
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(b) /(1 +sinz + cosx) do

Reseni: Sledujte vypocet

/(1+sinx+cosx)dx =z —cosx +sinx + C.

1+ 22
Reseni: Sledujte vypocet

1 2
(c) /7\/3 x? + §sina:— ——dz

3 1 . 2 2/3 ]_ . ]_ 585/3
TV x2+§ sin 3:—71 g der = | 7T2°°+=sinx—2——=dx =7 ——cosx—2arctan z+c
x

2 1+22  '5/3 2
24 4x 42
(d)/wdx

3
Reseni:
322 + 4z +2 4 21 2 dx 2
——dz = -4+ ——dz=—+ — + =1
/ . T /x+3+3x:1: 2+3—|—3nx+c
1
(e) x\;% dz

Reseni: Sledujte vypocet

1 AN o [ (2 i) g B
/ﬁda:_/(\/iJrﬁ)dx_/(x +x )dx—3/2+1/2+0

(f) /(3 —2?)3dx

Reseni: Ziejmé

7

3
/(3—x2)3d$:/(27—93}2+3a:4—:v6)dx:27x—3:v3+5x5—$7+C.

2. Dokazte, ze pokud F'(z) = f(z), potom (1F(az +b)+ C’)/ = f(ax + b), pokud
a # 0.

3. Linearni substituce

(a) /e—3x+1 dz
Reseni:
/631+1 dr = %1673:#%1 + C
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(b) /sin(2w —m)dx
Resent: )
/sin(2x —7m)dx = —5 cos(2x —m) + ¢

(©) / (20 + 1) da

Reseni:

(2z +1)8

/(2x—|—1)7dx:16—|—c

1
(d) /sin2 (2x + %) dz

ResSeni: Pomoci linearni substituce y = 2z + 7 dostaneme

1 c 1 T
o de € ooty (204 1)
/sin2 (2$+%) v 2c0g T 4

() / (sin 5z — sin5a) dz

Reseni: Pomoci linedrni substituce y = 52 dostaneme
. . 1 .
(sinbx — sinba) dr = 7 cos 5x — z sin ba,

nebot sin 5o je konstantni funkce (nezdvisld na proménné z).
1
f ———dx, A€R
0 [y
Reseni: Vime, Ze primitivn{ funkce k funkci % jeln|z|+C. Podle piikladu 2.
o linearni substituci tedy primitivni funkce k funkeci arl-i-b je %ln laxz + b+ C.
Odtud vyplyvé, ze (polozte a = 1, b = A)

1
=1 A .
/a;—kAdm nlx+ Al +C

4. Substituce

(a) / sin® z cos z dz.

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Pak dy = cosz dz a plati

6 .
/sin5xcosxdx:/y5dyg%: S
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(b) /xexz dz

Reseni: Pouzijeme substituci y = —z2. Potom dy = —2z dz a plati

1 1 1
/ace_“’”2 dr = —2/ey dy € —§€y = —56_962

© [

Reseni: Pouzijeme substituci y = 1 + z2. Potom dy = 2z dz a plati

/ x d_l/dyg 1111
Q+222 7 2) 327 T2y " 21442

1
(d) / dz
(arcsin x)2v/1 — x2

Reseni: Pouzijeme substituci y = arcsin z, potom dy =

\/11_7 dx a plati

/ 1 dy ¢ 1 1
(arcsin x)2v/1 — a2 y Y arcsin x

(e) /sin2 xdx

Reseni:

1 1
sinzdr = = 1—0052xd$:§—7sin2x+c
2 2 4

5. Per partes

(a) /a:emda:

Reseni: Per partes: v/ = e %, u=—e*, v=ux 0 =1.

/ace_x dx = [—xe_x] - /—e_x dr & —pe ¥ _ @

(b) /mcos:cdx

Reseni: Per partes: v/ = cosxz, u =sinxz, v =z, v = 1.

. . C .
/wcoswdx: [« sin z] —/smxdmzxsmx—i—cosm
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(c) e*sinxdx
Reseni:
Pouzijeme nadvakrat integraci per partes, exponencielu budeme derivovat a
goniometrickou funkci integrovat. Plati

/ex sinx dr = —e” cos x—i—/ e’ cosx dz = —e* cos z+e” sin x—/ e’sinzx dz.
Odtud vyplyva, ze
T . C :1: T .
2/@ sinz de = —e®cosz + eFsinx
tedy

1
/ez sing dz £ 5(—696 cosx + e“sinx)

arctan v/z dz

’

ni: Per partes: ' =1, u = x + 1 (vyhodnéjsi nez z), v = arctan /z,

e
S4 :U<\

L
_l’_

f
arctan \/z dx [( 1)arctan \/3?] — /

1
/ ——dr = (x+1)arctan Vr—+/z
\/>
6. Smeés
/ Sln d$
Reseni: Pouiijeme substituci y = % Potom dy = — =5 dz a plati

1
/smd:c— /sinydygcosy:cos
x

(b) / Inz de

ResSeni:

8=

Polozme v/ = 1, v = Inz. Potom u = [1ldzr = z av = (Inz) =
pouzitim vztahu pro integraci per partes dostavame

1
/lnxda:: [xlnx]—/az'dazgxlnx—x

x

eZC
d
<c>/2+ex .

Reseni: Pouzijeme substituci y = e*. Potom dy = e* dx a plati
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(d)

/1 de
zlnzIn(lnz)

Reseni: Pouzijeme substituci y = In(Inz). Potom dy = ﬁ dx a plati
1 1
/ dz = / dy € 1n|y| = In(| In(In z)|)
)

zlnzIn(Inz)
/1‘36_952 dx
Reseni:
Provedeme substituci y = 2%. Pak dy = 2z dx a plati

1
/$36_m2 dr = 3 /ye_y dy =

Nyni aplikujeme per partes: v/ =e ¥, u=—e Y, v=y,v = 1.

2 2

= [—ye Y] + /ey dy g —ye ¥ —e ¥ =l —e7"

/tg rdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = cosz. Potom dy = —sinz dz a plati
sinx dy ¢
tg xdr = dr =— [ = =—Inly| = —In|cosz|
cos X Yy

/ arcsin z dx

ReSeni:

Per partes: v/ =1, u = x, v = arcsin z, v/ =
. , x
/1 -arcsin x dx = [rarcsin x| — / ——dx =
Substituce y = 1 — 2.

. 1 / 1 c . :
= garcsin  + -~ | — dy = zarcsin x + /y = zarcsin x + /1 — 22
2] i vy

[ arame

Reseni: Pouzijeme substituci y = /z. Potom y? = z, dy = ﬁ dx a plati

1 1 d 1
/(]_—|—gj)\/5dx22/1—|—x2\j522 WdyQQarctanyZQarctan\/E
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1
i —d
0 [ o

Reseni: Vztah upravime a pouzijeme substituci y = e, dy = e® dz

1 * d
- dr= | = de= | - S arctan y = arctan e
et 4 e 62x+1 1+y2

() /eax cos bx dx
Reseni:
Proa="b=0je [e"cos(0z) dz = [1 dz € 1.
Nyni predpokliddejme, ze a # 0, b # 0. Pouzijeme nadvakrédt integraci per

partes, exponencielu budeme derivovat a goniometrickou funkci integrovat.
Plati

1 1 2
/ea’m cosbr doz = ge‘n sin bx—Z/e‘“” sinbx dz = Ee‘“” sin bz:—i—l%eaz cos b:v—ZQ/eam cos bz dx.

Odtud vyplyva, ze

2
1
<1 + a> /e‘” cosbz dz £ ge‘” sin bz + ;—26‘” cos bx

b2
/e‘” cosbr dz € Le‘m Sin b+ —— €9 cos b = e (bsinbx + a cos bx)
a? 4 b? a? 4 b? a? 4 b?
Lehko se ovéri, ze vysledek plati i pro b = 0, pokud a # 0, a také pro a = 0,
pokud b # 0.
1
k d
(k) / sinx .
Pouzijeme substituci y = cosx. Potom dy = — sin z dx a plati
1 i i d 1. |1
sin sin“ 1—cos?zx 1 — g2 21—y
1 1 1. |cos?&
=—In S cosw =—-ln|l— 2 :ln’tg E‘
2 |1—coszx 2 |sin* 3 2

1) /3-2;# da

Reseni: Pouzijeme substituci y = 3 — 22%. Potom dy = —4x dx a plati
x 1 [dy ¢ 1 1 2
/3—23;2 YTy ==y n3 =227
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(m) /0053 xdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = sinz. Potom dy = cosz dz a plati

3 .3
/c0s3xd:c:/(1—sin2x)cosxdm:/(1—y2)dygy—y3 :sin:r—SH; ’

0 [ e
n ————dx
sin? z /cotg x
Reseni:
Pouzijeme substituci y = cotg . Potom dy = —Sinl% dx a plati
1 dy ¢4 34 4as——5—
dr = — = — / = —+/cot 3.%'
/sian{‘/cotg x /y1/4 37 3 &

(0) / cos(In ) dz

ResSeni: Pouzijeme integraci per partes, polozme v = 1, u = cos(lnx).
Potom v =2z a v/ = —sin(Inz) - % Dostaneme, ze

/1 -cos(lnz) = zcos(Inx) + /Sin(ln x)dx =
Nyni pouzijeme jesté jednou per partes na v' = 1 a u = sin(Inx) a dostaneme
/l-cos(ln x) = z cos(In :):)—l—/ sin(ln z) dx = x cos(ln z)+z sin(In x)—/ cos(lnx)
Ptevedenim integralu napravo na levou stranu dostaneme, ze

2/ 1-cos(lnx) ¢ zcos(Inz) + zsin(lnx)

/ cos(Inx) ¢

(p) /sinxln(tg x)dz
/ 1 1

R eSeni: A — — —

ResSeni: Per partes: v/ =sinz, u = —cosz, v = In(tg =), v' = BTl =
1

sinxcosx’

z(cos(Inz) + sin(lnx))

N

1
/sinxln(tg x)dr = —cosz In(tg a:)—l—/ . da £ —coszIn(tg z)+In )tg g‘

inx
(q) /arctanxd

————dx
d 1422

Reseni: Pouzijeme substituci y = arctan z, potom dy = H% dx a plati
arctan x C y2 arctan 2x
14 22 2 2

Matematika 2, 2016/17, Kristyna Kuncova 8



(r) /Zlfledx

Reseni: Pouzijeme substituci y = 2. Potom dy = 2z dzx a plati

/ T 1 / dy 1 / dy 1 com Y 1 . z?
——dx = = ——~—— = —arctan = = —arctan —
4+ x4 4+y2 8) 14+ (y/2)? 4 2 4 2

(s) /xZarccos xdz
2 z3 / 1

Reseni: Per partes: v/ = 2%, u = $, U= arccos x, v = —
—XT

3 1 333
/xzarccos rdr = x—arccos x| + = / ——dx =
3 3 ) V1= 2

Substituce y = 1 — 22, odkud plyne dy = —2zdr az’>=1—y

I

3 1 1 3 1 1
f%arccos:):—l— fdy—Zarccosx—i—(j/(\f_\/y) dyg
23 1 1 1
o 3 arecos + 9y3/2 3y1/2 = m?arccos x + §(1 —2?)%/? 5(1 — )2
sinz
t dz
®) Veos3 x
Reseni: Pouzijeme substituci y = cosz. Pak dy = —sinx dx a plati

sinz do — dy 02 12 2

Veos3 z o V3 ~ Vcosz

(u) /\/Ean zdz

ResSeni: Prvni per partes: v/ = /z, u = 3:U

2 2
/ﬁIDQxdx: [3;103/211124 —/3x1/2lnxdaj:

32 y=In%x, v = 2lnx%.

1/2_y, gxg/Q

Druhé per partes: v’ = gx ,v=Inz, v =1/x.

= 2 232 n? g 3/21n:c +/ 1/2dxc 2 232 In?g— 3/21nx+§x3/2
3 9 9 3 9 27

1
——dx
/\/1+62$

Reseni: Nejprve pouzijeme substituci y = e*, dy = e* dx

L Sy S Y S TR
V14 e ery/1 + e yy/1+ 92 2y24/1 + 92
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Pouzijeme substituci 1 + y? = z, 2ydy = dz. Dostaneme

= [

Substituce t = /2, dt = %% dz. Méme

g

To uz je v tabulce primitivnich funkei, tedy:

141t 1

i te=—“Tn 1+ \ﬁ

1—t 2 |1—4/2
1.1 24+1 1.1 2 41

_2ln+¢ﬁ+0_ it veE Ll

+c

1
:—ln‘
2

1—Vy2+1 2 1-Ver+1

(W)/nimdx

Reseni: Pouzijeme substituci y = Inz. Pak dy = %d:r; a plati

In? x cyd Indzx
de = [ > dy = = = —=
/ x /y V=373

(x) / 2% sin 2z dz
Resenti:

Prvni per partes: v/ = sin2x, u = —% cos2zx, v =2, v = 2.

1
/:E2 sin 2z dx = [—2x2 COSQCL’:| —l—/xcosQw =

Druhé per partes: v’ = cos 2z, u = %sin 2z, v=x,0v = 1.

b2 eosort | tesingr| - L [ sin2rde € — 102 cos 204 Lo sin 204 - cos2
= 21’ COS 2T 21‘8111 T 2 SN 2T axr — 2IE COS 24T 21’811’1 X 4COS X

arcsin =
(v) / de

Reseni: Per partes: v/ = &, u=—21, v = arcsin z, v/ =
X X

1—x2"

/ arcsin x d 1 . +/ 1 1 d

————dxr = |——arcsin x ————dxr =
2 X x m

Substituce y = v/1 — 22. Potom dy = 2= dx a 2> =1 — 2.

V1—z2
1 1 1 1 1
= —Earcsin x + / ;\/17—7 dr = —;arcsin x +/ 1= 42 dy ¢

1 1, 14y 1 1. 14+vV1—2a2

C . .
= ——arcsinz + = In = ——arcsin z + = In
T

21—y x 2 1-V1-2a2
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Dalsi ptiklady k procviceni

7. Najdéte primitivni funkce F' k nasledujicim funkeim f na maximélni mozné podmnoziné
realnych ¢isel a tuto mnozinu urcete.

2 —1 4
(a) /e + dz

e +1 1—cos?x
ResSeni:

2x T T
et —1 4 (e* —1)(e* +1) 4
dr = dx = e*—x—4cot
/e‘”+1+1—cos2a: T / 11 +sin2x T =¢e —x—4cotx+c

1
(b) / dx
V4 — 3z —1)?
Reseni:
Substituce y = 3x — 1, pak dy = 3dz.

1 1
dy = —arcsin y+c =

/ ! dle/ldy:/l
Vicee-r 3 i@t T g i 32

- %arcsin <2x _ ;) te
© [a-vords

Reseni:

2
/(1—\/E)zd:r:/1—2\/5+3:dx:w—2§x3/2+a;+c

(d) / sinx cos z dz
Reseni:
Substituce y = sinz, dy = cosz dz, pak

2
1
/sinxcosxdx:/ydy:yZ+c:2sin2x+c

2
T
(€) /1+a:2dx

ResSeni:

Sledujte vypocet

2 2
x (I+2%)—1 1
/1+$2d$:/1+12dx:/<1—1+$2) dr = x—arctan x+C.
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z2+3
f
(f) /xg_ldx

Reseni: Sledujte vypocet

z2+3 z2—1+4 4 4
/mQ—ld:C:/:UZ—ldx:/<1+:L‘2—l> dx:/<11_$2) dx:a:QIn}l

1
() / 2 + 322 dz

ReSeni: Vyraz prevedeme na tvar a poté uzijeme substituci y = cx.

_ 1
1+c2x2

/1dx—1/1da;91\/§arctan\/§ —\/Tarctan \/gx
24322 7 2 s \2  2V3 27 V6 2
1+<\/;m>

(h) /\/21—751»“

ResSeni: Protoze je

/\}ydy=2\/§,

plati

1 c 1 2
——dr=—-2V2 -5 =—-vV2-5
/m TS rTTEYeT

(i) /cotg 2z dz

Reseni: Sledujte vypocet

2 1—gi 2 1
/Cotg Qx dx = / C?SQ ad dxr = / y dx = / < 5 1) dr = —cotg x—x+C.
S~ xr S~ xr S~ xr

Q) [ g

Reseni: Sledujte vypocet

in? 1 — cos? 1
/thxdx:/smxd:U:/Cosxda;:/ — 1) de =tg z—a+C.
cos2 x cos2 x cos? x
1—z 2
k d
W [(*5) a

Reseni: Sledujte vypocet.

1—2\? 1 2 12 1
/< x) dw-/(—l) d:v—/<2——|—1> dz = —=—21n |z|+a+C.
xr X X X xr
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a QQ CL3
(1) /<x—|—xQ+m3>,a€Rdx

Reseni: Sledujte vypocet

2 3 2 3
a a a a a
/<x+:62+m:3)dx:aln|x\—x—2m2+0

o (- 3)

Reseni: Sledujte vypocet

e ey [ Ry (S

7/4 ~1/4 4
- 3/4 _ —5/4) _r .z _ ATy 14
/(ac T dx 7/ my 795 + 4z + C.
V1+a2+ V1 — 22
(n) dx
/ vV1—2z4
Reseni: Sledujte vypocet
V1+a2 +V1— 22 V1+22+ V1 — 22 1 1 .
dr = dx = + dxr = arcsin
i -Vt a2 i Vit

(o) /(23” +3%)2dz
Reseni: Sledujte vypocet
44 2.6%  9*

Jerretao= @2 e eodom i 0

(p) /\3/1—3:vda:
Reseni: Je
/3 o
Yydy = = :
/\/?? v="Tmt

Podle piikladu 2 o linearni substituci je

5 1(1—3x)*3 1, :

1
(@ / V2 — 3x2 de

Reseni: Analogicky jako v piedchozim pifkladu

/ 1 p 1/ 1 c 1 \F \F \F \/§

—— A = —= _— = — —arcsin —Tr = —arcsin —XT

V2 — 322 V2 5 ., V2 V3 2 3 2
1= (y/30)
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8. Najdéte takovou funkci, aby f'(z) = 6z(1 —x) a f(0) = 1.

9. Najdéte chyby

1
(a) /JIQSI dz = gzvgex +c

x 1
(b) /dxz:r ——— da = zarcsin x + ¢
V1— a2 1—a?
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