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Teorie

Věta 1 (Lagrangeovy multiplikátory). Necht’ G ⊂ R2 je otevřená množina, f, g ∈
C1(G), M = {[x, y] ∈ G, g(x, y) = 0} a [x0, y0] ∈M je bodem lokálńıho extrému funkce
f vzhledem k množině M . Pak je splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

1. ∇g(x0, y0) = (0, 0)

2. existuje λ ∈ R splňuj́ıćı ∇f(x0, y0) + λ∇g(x0, y0) = (0, 0)

Věta 2 (Lagrangeovy multiplikátory 2). Necht’G ⊂ Rn je otevřená množina, f, g1, . . . , gm ∈
C1(G), m < n, M = {x ∈ G, g1(x) = 0, g2(x) = 0, . . . , gm(x) = 0} a x0 ∈M je bodem
lokálńıho extrému funkce f vzhledem k množině M . Pak je splněna alespoň jedna z
následuj́ıćıch podmı́nek:

1. vektory ∇g1(x0),∇g2(x0), . . . ,∇gm(x0) jsou lineárně závislé,

Jeden vektor je lineárně závislý, jestliže je nulový, dva vektory jsou lineárně závislé, jestliže jeden

je násobek druhého.

2. existuj́ı λ1, λ2, λm ∈ R splňuj́ıćı∇f(x0)+λ1∇g1(x0)+λ2∇g2(x0)+· · ·+λm∇gm(x0) =
0.

Algoritmus na uzavřených množinách:
Úvaha: spojitá funkce na uzavřené omezené množině vždy nabývá maxima a mini-

ma.

1. Otestujeme vnitřek množiny - najdeme stacionárńı body

2. Otestujeme hranici - Lagrangeovými multiplikátory nebo dosazeńım na funkci
jedné proměnné

3. Otestujeme krajńı body hranice

4. Funkčńı hodnoty všech těchto bod̊u porovnáme

Př́ıklady

1. Najděte globálńı extrémy funkćı na množině M

(a) f(x, y, z) = x− 2y − 2z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}
(b) f(x, y) = x2 + y, M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
(c) f(x, y) = 4x+ 3y − 4, M = {[x, y] ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1}
(d) f(x, y, z) = x− y + 3z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + 4z2 = 4}
(e) f(x, y, z) = x+ 2y + 3z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x− y + z = 1, x2 + y2 = 1}
(f) f(x, y) = x2 + y2, M = {[x, y] ∈ R2 : 2x+ 6y = 20}
(g) f(x, y) = x2 + y2, M = {[x, y] ∈ R2 : 5x2 − 6xy + 5y2 − 4}
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Zkouškové př́ıklady

2. Najděte globálńı extrémy funkćı na množině M

(a) f(x, y, z) = xy + yz, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 1}
(b) f(x, y, z) = z + exy, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 = z2}
(c) f(x, y, z) = x2+2xz+y2+z, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2+y2+z2 = 1, x = y2+z2}

3. Najděte globálńı extrémy funkćı na množině M

(a) f(x, y) = x4y, M = {[x, y] ∈ R2 : x4 + y4 ≤ 16, x ≥ −1}
(b) f(x, y) = 2x+ 4y, M = {[x, y] ∈ R2 : 4

√
x+ 4
√
y ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0}

(c) f(x, y, z) = e−z2(x2 + y2 + xy), M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 = 1, |z| ≤ 1}
(d) f(x, y, z) = xy + yz, M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 1}
(e) f(x, y) = (x2 + 7y2)e−(2x2+y2), M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + 4y2 ≤ 1}

4. Určete maximálńı možný objem kvádru, jehož hrany jsou rovnoběžné se souřadnými
osami, jeden jeho vrchol lež́ı v počátku a diagonálně protilehlý vrchol lež́ı v
množině M = {[x, y, z], x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, 4x+ 2y + z = 2.}

Bonusové př́ıklady

5. Farmář a fařmářka maj́ı 100 m pletiva a rádi by oplotili pozemek pro ovce. Trvaj́ı
na tom, že pozemek bude mı́t tvar obdélńıku. Ježto je u řeky, stač́ı jej oplotit ze
3 stran. Jaké bude zadáńı za pomoci Lagrangeových multiplikátor̊u?

(a) f(x, y) = xy, g(x, y) = 2x+ y − 100

(b) f(x, y) = 2x+ 2y − 100, g(x, y) = xy

(c) f(x, y) = xy, g(x, y) = x+ y − 100

(d) f(x, y) = x+ y, g(x, y) = xy − 100

6. Ve kterém z bod̊u A, B, C, D se nacháźı
minimum funkce f(x, y) = y vzhledem
ke křivce na obrázku?
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