Piiklad 5.6. Uvazujme funkci z = 2%y5cos(z® + y3). Navrhnéte, jak by
mohly vypadat jeji vnitini slozky a vnéjsi slozka, pokud bychom tuto funkei
chtéli chépat jako slozenou funkei.

Reseni. Ve svétle tivah provadénych v predchézejicim pifkladé muzeme napf.
polozit .
u=g(z,y) =2y’ v=h(zy) ="+’

Odtud dostavame, ze vnéjsi slozkou je funkce z = f(u,v) = ucosv.
Muzeme ale také zvolit

u=g(z,y) =2’ v=hzy) =2"+y"

Pak by vnéjsi slozka slozené funkce méla tvar z = f(u,v) = u?coswv.
Jaké dalsi moznosti vas napadaji?

Piiklad 5.7. Vypoététe derivaci slozené funkce z = uy/1 4 02, kde u = €%,
v=e".

Reseni. V tomto piipadé je proménnd z funkei proménné z. Mdme tedy
vypocitat obyCejnou derivaci funkce jedné proménné pomoci pravidla pro
derivovani slozené funkce. Vyuzijeme vztahu

e |t A
dz Oudz OJvdx’
ktery v nasem pripadé dava

dz uv
s = AT AR T e () =
dz V142 ( )

(1+e2)2e* -1 2¢* 41

Vid+e % V1+e2

dz 8% d_u Oz dv

Piiklad 5.8. Vypoctéte derivaci slozené funkce z = uv?w?, kde u = sinz,
v=—coszT, w=e"

Reseni. Opét se jedné o vipocet obycejné derivace funkce jedné proménné
pomoci pravidla pro derivovani slozené funkce. Vyuzijeme vztahu

dz  0zdu 4 0z dv i Oz dw
dr  Oudzr Ovdr Owdzs’
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1d )

ktery nyni dava

dz ;
d_ = UQwS COST + Quvw? - sinaT + 31;51;21:52 et =
x

3

= e** cos z(cos® z—2sin® z+3sinz cos x) = &*

3
* cos x(cos® z—2 sin® T+5 sin 2z).

Priklad 5.9. Vypoctéte parcidlni derivace slozené funkce z = sinucoswv,
kde u = (z — y)?, v = 2® — y? podle proménnych z a y.
Reseni. Pro vypocet vyuzijeme vztahii ve vété 5.3, podle kterych mame
nejdrive

0z 020u  0z0v

oz~ uds | dvor
a odtud

z
— =cosucosv - 2(z — y) + (—sinusinv) - 2z =

Ox
= 2z cos(u + v) — 2y cos u cos v.

Parcialni derivaci podle y vypocteme podle vtahu

0z _0z0u  0:0w
dy  Oudy vy’
Dostdavame

0
2 — cosucos - (—2)(z —y) + (—sinusinv) - (—2y) =

oz

= 2ycos(u — v) — 2z cosucos v.

Priklad 5.10. Vypoctéte parcidlni derivace slozené funkce w = yz? — 23,
kde z =e"", y =In(r + 2s + 3t) a z = v/rs + t podle proménnych r, s a t.

Reseni. Pro vipocet vyuzijeme vztahi ve vété 5.4, kdy m = n = 3. Méme

a_w_—a_w@+a_lg@+a_wa_z—_3$2.rhf+22 1 I
or  dxdr  dyodr  0zor ¢ r+ 2s + 3t
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If’ ’/{ fj)( /

s 3(r—t) rs+1i
e — = ....3@' * —
2v/rs +t r+ 2s+ 3t

ou _Gulds Duly  Ouls_ a5 gep (2 g
s  Oxds Oyods 0z 0s r+2s+ 3t
Gy ( r _ 2rs+1)
g 2vrs+t) r+2s+3¢
Ow  Owdzx  Owdy aw&._ 9 _— 3
G m By tr Oobr A e ryostat) T
_ 3(r—t) 3(?"3"‘ t)

(%/rs-i—t) - r+2s+ 3t

+2yz - + sln(r + 2s + 3t).

+ rln(r + 25 4 3t).

+2yz - + In(r + 2s + 3t).

Piiklad 5.11. Je déno g(z,y) = f(z? — y?,¢* — z?), pficemz o funkci f
predpokladame, Ze je diferencovatelnd. Ukazte, Ze funkce g vyhovuje rovnici

Reseni. Polozme u = 2% — y? a v = y* — 2%, Potom na zékladé pravidla pro
derivovani slozené funkce obdrzime

dg OfOu  Of Ov of

9z Oudr  Ovwdr Ou ek 61;( =22),

dg _ 9f Ou of ov _ of af

-2 L - %).

dy  Oudy i dudy Ou (=2)+ BU( y)
Odtud vyplyva

09 99 _(, Of , 0f Of L, OF _
61:+ oy (21:3;5_ mea) (2$y8u+hyﬁv = 0.

Priklad 5.12. Je-li dan tlak v kilopascalech, objem v litrech a teplota ve
stupnich Kelvina jednoho molu ideélniho plynu, pak jsou tyto tfi veliciny
svazany vztahem PV = 8 31T. Urcete, jak rychle se mén{ v daném okamziku
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je podle véty o derivaci souéinu a véty o derivaci slozené funkce

yxn—z gf-
a Ou

%—? A (% g: g‘:: gp) =nz" 1 f -
(L, WY N0 _saar
Ay du dy v Jy a du by? Ov
aor af du 8f v ot af
S (3u3~ v az):E%

Po dosazeni do dané rovnice dostaneme
oF aoF OF - ya"~? af "1 af =tz of z"z Of _
%;*ﬂa*zﬁz—m(m =)t T s et B
=nz" f(v,v) = nF(z,y,2).

Ukazte, Ze funkce F(z,y,z2) = w—lnr +zf (— I) kde f je spojité diferencovatelnd funkce, vy-
hovuje vztahu
$8F+ aF-!—z@—F-f-Iy
dx yc')' 0z 2z

Reseni: Oznacme u = 2 a v = 2. Pak je podle véty o derivaci slozené funkce
& i

f(wv) _ y Of 2 of  Of(wv) 13f  Bf(u,v)

dr x2 du 22 9v’ dy  zou’ 0z

Z toho dostaneme

OF ylhhzx y y df z df
== tat o TEm
JF alnz 3f
-z ou
aF zylnz 6‘f
9z | 22 61:

KdyZ dosadime tyto derivace do dané rovnice, dostaneme

.'z,—+? z— =2z
Yoy T z xrdu x Ov

dy 0z
= AT i) = 2t Flay,).

aF or ar (yl:x+g+f_28_j°_iﬁ)+y(;clnx+df) z(_a:ylnx

Napiste Taylortiv rozvoj funkce
f(@,y) =e"In(1+y)

v bodé (0,0).

k e
Reseni: Protoze je .
dx

=e" apro £ > 1 plati (dokaze se indukei)

d‘In(14+y) (-1 -1)
dy* 14yt




Derivovani slozenych funkci 11.

11. Derivovani slozenych funkci

V tomto oddile si ukdZeme zdkladni metody pouZiti véty o derivaci sloZené funkce
vice proménnych. Za¢néme tim, Ze pfipomeneme znéni této véty (viz [D2, Véta
189]).

Necht @1, .., 0r jsou funkce s proménnych, které maji v bodé a € R* totdlni
diferencidl. Poloime b= (¢1(a),...,pr(a)). Je-li f funkce r proménnyjch, kterd md
totdlni diferencial v bodé b, potom funkce (s proménngch) definovand predpisem

F(z) = ((,01 (z),...,0r(x)) md totdlni diferencidl v bodé a a pro j = 1,...,s plat{

3%( a) = E ay‘( ) %%(ﬂ)

8§73. Nejjednodussim pouZitim je pfima aplikace na vypocet parcidlnich deri-
vaci sloZzené funkce (pfipadné téz derivaci ve sméru é totdlniho diferencidlu).

Pifiklad Necht funkce f mé vlastni derivaci v kazdém bodé R. Polozme
g9(z,y) = f(z?+¥y?), (z,y) € R? Vyjadiete parcialni derivace prvniho fadu funkce
g pomoci derivace funkce f.

Reseni. Protoze f ma vlastni derivaci, m4 i totalni diferencial v kazdém bodé IR.
Navic funkce 2%+y? m4 zfejmé spojité parcialni derivace prvniho ¥adu (uvédomte si,
ze funkce (z,y) > 2z a (z,y) — 2y jsou spojité na R?), a tedy ma totalni diferencial
v kazdém bodé (viz §54). Proto mé g totalni diferencial a plati g—;@ = fl(&* +v?) -2z,
Q% = f'(z® +y?) - 2y na celém R?. |

Priklad Necht funkce f = f(u,v) je t¥idy C? na okoli bodu (a+b,a—b).
Polozme g(z,y) = f(z + y,x — y). Vyjadrete fmiq;(a, b) pomoci derivaci funkce f.

Reseni. Funkce 4+ y i z — y jsou téidy C! na R?, maji tedy totdlni diferencidl
v kazdém bodé. Funkce f m4 totdlni diferencial na okoli bodu (a + b, a — b), plati
tedy

dg

83,( VY) = 6f(-r+J‘r~-y) l+g(3+y’ -y 1=

dv
af(ﬁy‘s:—yn—(mwa—y)

na okoli bodu (a, b). Déle funkce J— maji totalni diferencidl v bodé (a+b,a—b)
(protoZe maji spojité parcialni denvace prvmho fadu na okoli tohoto bodu), a tedy

117



5

Metody fedeni vybranych Gloh z matematicke analyzy

(’1”\' d%g *f o2 f
LA 3$8y(’b) g et ha=b— g et bia—b
af 52f
3,5( +b,a-b) - dz( a+ba—b)=
82f L’f -
~ Bu z(a+bﬂ_b)_év—(a +b,a —b).

Piiklad Necht f = f(l,u) mé totalni diferencidl v bodé¢ (1,1) a spliuje
f(1,1) = 1. Spoététe %?[1, 1) pomoci derivaci funkee f, je-li

g(t,w) = f(f(t,u)f D f(u,t)f W),

ReSeni. Funkce (t,u) — f(t,u) ma totdlni diferencidl v bodé (1, 1) podle zadani,
funkee (¢, u) — f(u,t) ma totalni diferencial v bodé (1, 1) podle vyse uvedené véty
(aplikované pro ¢ (t,u) = u a a(t,u) = t). Tedy i funkce f(t,u)/ D a f(u,t)fEw
maji totalni diferencial v bodé (1,1) (uZivame definici obecné mocniny, podle niz
f(t, u)f 0 = exp(f(u,t)log f(t,u)) a podobn& v druhém p¥ipadé). Protoze navic
f(1,1)/%0 = 1, ma podle vyse uvedené véty totdlni diferencial v bodé (1,1) i
funkce g. Navic plati:

99,1,1) = (af (F(t, ) @0 Flu, )7 EW) . (4 u) (0.

at ot
f(ut) Of
f(t,u) ot

(&L 108 70,0 + 20 2+

2L (7t 00, fu, 1),

of

f( t)f[t'u} (a f(t T") 6f

(twyiog f(ut) + R Sy

u=

=1
1

of
ot

Znaceni pouZité v tomto vypocétu miiZze byt ponékud matouci. Uvddime ho proto,
7e se s takovym znacfenim c¢tendf mize setkat i jinde, a je tedy uZiteéné mu ro-
zumét. Nejasnosti mohou vzniknout z toho, Ze pismena t,u se pouzivaji ve dvou
riznych vyznamech. Jednak oznacuji prvni a druhou proménnou funkce f (a také
q), tedy %f znamena derivace funkce f podle prvni proménné, g—é derivaci funkce
f podle druhé proménné. A potom oznacuji é&isla, kterd do vyrazu dosazujeme.
Takze g{‘;(u, t) oznacuje derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (u,t) (éili
02 f(u,t)), nikoli derivaci vyrazu f(u,t) podle u (tu bychom znaéili 3%( flu,t)) a

=L n7 + Gy
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Functions of two variables, f : D c R2 — R

The chain rule for change of coordinates in a plane.

Theorem

If the functions f : R? — R and the change of coordinate functions
X,y : R? = R are differentiable, with x(t,s) and y(t,s), then the
function f : R? — R given by the composition

~

F(t,s) = f(x(t,s),y(t,s)) is differentiable and holds

Remark: We denote by f(x, y) the function values in the
coordinates (x, y), while we denote by f(t,s) are the function
values in the coordinates (t, s).

Functions of two variables, f : D c R2 R
The chain rule for change of coordinates in a plane.

Example

Given the function f(x,y) = x2 + 3y2, in Cartesian coordinates
(x,y), find the derivatives of f in polar coordinates (r,8).

Solution: The relation between Cartesian and polar coordinates is
x(r,0) = rcos(9), y(r, ) = rsin(6).

The function f in polar coordinates is F(r,0) = f(x(r, 6),y(r,8)).

The chain rule says f, = fx X, + f, y, and fp = fx Xo + f, yo, hence

f, = 2x cos(8) + 6ysin(d) = £ =2r cos?(8) + 6r sin().

fo = —2xr sin(6) + 6yr cos(6),
== 807 ayreos(d

fyg = 212 cos(6) sin(8) + 6r% cos(6) sin(8). =
— _—__-‘_‘L___‘




3.2. REWRITING THE FUNCTION AND FINDING THE DERIVATIVES 3/7

& Example #1
Q: The elevation of a hill is described by

z=2z(x,y)=exp {-(+yH)} . (3.20)
By deriving the function in plane polars, find 8z/0r and 8z/0¢ and comment on their
values. Determine the value of r where the hill is steepest.

A: Plane polars are (r, ¢) where x = rcos ¢, y = rsin ¢.

This is old in terms of new, and we know the function, =CASE 1A.

The hill is therefore

z=exp{-r’} . (3.21)
So

0z 9 0z

5, = —2rex {-r*} and i 0. (3.22)

-_._‘_‘-_‘_-_‘_——-——c

The change of height is all in the radial direction. 0z/8¢ = 0 means that if you move
at constant r (that is, “round” the hill) you will not change height at all.

The gradient is a function of r alone, so we can find the total derivative

d d

< Slope = ——(~2rexp {-r*}) = (-2+4r%) exp {-r*} (3.23)
This is zero when r = 1/4/2 and Slope = —v/2 exp {—1/2}.
& Example #2.

Here is one that can be solved using all approaches.
Q: Find the partial derivatives 8f /8u and 8f /8v when

fF=f(x,y)=x*-y? and u=(x+y) v=(x—y) . (3.24)

A: Transformation is new in terms of old. =CASE 2.
Try CASE 2A: Can we invert the transformation? Yes! Adding then substracting

we find
o O =l 3.5
=Z(u+v) y=5(-v) (3.25)
Now goto CASE 1. We know the function, ==CASE 1A.

f=Fuv)=x*—y’==((u+v)? = (u-v)?) =uv (3.26)

|



je

akf 3k+€f « fs 1)5‘ (g —1)!
k(m@;)—eln1+y), 837’“8;,:( Jy)=¢ W pro £>0.
Z toho dostanu
akres [0 pro £=0,
8w’“0y‘-’( )_{ (=1)-1(£-1)! pro £>0.

Tedy n-ty diferencial funkce f(x,y) v bodé [0;0] je
i o f n
4n Lz = = I3 2’ 'n—ff‘ i
100,05, ) g( )3I11—£3J3(0 D= ;f (n —f)' !
A Taylortv rozvoj funkce f(x,y) v bodé [0;0] je podle definice

1

Ty(a, )_Z—d"f(OO:r CD 7 ot _suss D
0= ZZQ g)! y_zz ¢ k! £y

n=1¥=1

Nechf funkce f a g maji spojité derivace druhého fadu. Dokazte, Ze funkce F(x,y) = zf(z +y) +

yg(z 4+ y) vyhovuje rovnici
P’F | 9F L &F 9°F
dz? r?a:dy ay?

Regeni: Mame najit druhé derivace funkce F(xz,y) = « f(u) + yg(u), kde v = 2 + y. Protoze

@_811_1
oz Oy '

jsou podle véty o derivaci slozené funkce prvni derivace rovny

OF ., 0F :
g\gnf+:rf+y9, a—y—:ﬂf+g+yg

a pro druhé derivace snadno dostaneme

8—F=2f"+zf”+yq” oF =f’+zf”+g’+yq” —Frztff"+29’+yq"
dx? T dzdy s gy *
A po dosazeni do dané rovnice ziskame
62F 82F sz " " " ’ ¢ L Op
Eac_ﬁ_szrW_zf +zf" +yg" —2(f +zf" +9' +yg") +zf” + 29" +yg" = 0.
Laplacetiv operator
o* ok 32
e - RS
dxy  Ox; &vn
v R" vyjadiete pro funkci, kterd zavisi pouze na vzdélenosti bodu z = (1, ... ,2,) od poditku
soufadnicové soustavy, tj.
[ (1, ... xp) = F(r), r=4/z}+23, ... +22.




Reseni: Jedna se o derivaci sloZené funkce. ProtoZe pro kazdé k = 1,2, ... nje

ar Ty T
Ovk  ai+af+ . fa2 v

plati
U _dF o g,
Az, dr Oz r ’

Pro druhou derivaci dostanu (poéitdm ji jako soutin ti funkei)

Ay

1 F' g2 x?
Z-—’-—F" s s ka an.
83:% dxy, o ) r 73 + 2

T

Tedy hledany Laplaceiiv operator je

r3 re T

Af:i fi_ﬁp’+ﬁp‘” :E_ﬁp’+ﬁp”:p”+gp’_
k=1 N " r?

Vyraz
xazf " 0% f
dx? y@:cf}‘y
pfetransformujte pro funkei F(u,v) = f(x,y), kde

Y
u=y, v=-=,

Reseni: Musfme najit druhé parcidlni derivace slozené funkce. Podle véty o derivovéni sloZenych
funkei plati

6f_6‘F3u+?_FB_v__iﬁ
dr  Ou 9z Ov Oz z? v
o _OFou OFdv_oF '1or
(93;_6’uay+6v(9y_6u r v

Podobné zjistime, #e druhé derivace jsou

Of _2y0F y o ﬁi)_@ﬁi v o
0x2 28 v 220z \0v) 2 Ov | 2t 9uZ
o*f d (BF 1@) _y 0*F y 8’F 1 OF

Ga:f}yza ou |z ov T 2% dudv 23 E 22 Dv

Kdy# tyto derivace dosadime do dané rovnice, dostaneme

L O (W OF 8 _Yy OF y O°F 1 9F\ _
9z2 " Yozay ~ T\ o0 T 2t 52 =

u
Zevztahiu =y av = i— plyne z = — a y = u. jestliZe dosadime dostaneme vysledek
v

o’ f &f v oF , &F
Tty g = — — v —.
dz? dzdy u v Adudv

8



Derivovani slozenych funkci 11.

podle véty z pocatku tohoto oddilu by se rovnala %{.:(u.t) = o1 f(u,1)). Pro leps
oziejmeni vypoctu ho uvedeme jesté jednou s jinym znaéenim. Pisme g(z,y) =
S (@, )@=, f(y,2)/=¥)) a pocitejme

(1) = (g_{(f (29", £y, 2/ @) . f(z, )/ 6.
of f(y,z) 0f
(5, W 2)log f(z,) + WW(E’ y))+
+2L (@00, 1y, 217000

)@ (L iog £y, z) +

fla.9) OF
a 2% o).,

fy, ) du .

\:1

- af 2 aJr o
=(5e L D+ (0, D)

§74.  Dalsi moznosti je tzv. nepfima aplikace. Spociva v tom, Ze znamé hodnoty
vyjadifme pomoci neznamych, a tyto neznimé pak vypoéitame jako teSeni vzniklé
rovnice pfipadné soustavy rovnic.

Priklad Nechfu=u(r,y) je funkce tfidy C? na R? spliujici u(x, 2?) = 1
a Z%(z,2%) = z pro kazdé z € R. Spoététe B (x, 7).

Reseni. Opét si uvédomme, 7e %(I, 7?) znamen4 parcialni derivaci funkce u
podle prvni proménné v bodé (x, r°), tudiz uvedend rovnost znamena totéz, jako
94 (a,a?) = a pro kazdé a € R.

Protoze funkce (z,y) + = i (z,y) — 2 maji viude totalni diferencial, lze
derivaci funkce @(r) = u(zr,2?) poéitat podle vyse uvedené véty, tedy '(z) =

%(z. %) 1+ g—;(z, x?%) - 2z. Zéroven viak vime, Ze funkce ¢ je konstantné rovna

jedné, a tedy ¢'(z) = 0. Plati tedy 24 (x,2?) + %(x, z?) - 2z = 0. Po dosazeni za
94 (z, 22) dostévame ?T;(m, 2%) = —1/2 pro = € R\ {0}. Protoze viak u je t¥idy C?,

je 3% spojitd, a tedy i £4(0,0) = ~1/2. [
Pfiklad Necht funkce f mé totdlni diferencidl v bodé (1,0), funkce g je

definovana pfedpisem g(u,v) = f(e"cosv,esinv) a gﬁ([), 0) =1, gﬁ([}, 0) = —1.
Spoé¢téte parcialni derivace funkce f v bodg (1,0).

Reseni. Podle véty z poéatku oddilu (aplikované pro bod a = (0,0) a zobrazeni
@(u,v) = (e* cosv, e¥sinv)) plati

gﬁ (0,0) = (01 f(e* cosw,e*sinv) - ¥ cosv + Fa f(e¥ cos v, € sinv) - €% sin .
%(O, 0) = (01 f(e" cosv,e*sinv) - (—e¥sinv) + daf (€* cos v, €* sinv) - e* cos ./ TR
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