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Teorie

Věta 1. Necht’ G ⊂ Rs a H ⊂ Rr jsou otevřené množiny. Necht’ funkce ϕ1, . . . , ϕr ∈
C1(G) a f ∈ C1(H).

Definujme funkci F : G→ R, F (x) = f(ϕ1(x), . . . , ϕr(x)). Pak F ∈ C1(G).
Pro a ∈ G označme b = [ϕ1(a), . . . , ϕr(a)]. Pak pro j = 1, . . . , s plat́ı
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Poznámka 2 (Konkrétně). Je-li funkce f(x, y, z) spojitě diferencovatelná a x = φ(u, v),
y = ψ(u, v), z = χ(u, v), kde φ, ψ, χ jsou spojitě diferencovatelné funkce, pak
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Př́ıklady

Předpokládejme, že jsou splněny všechny nutné předpoklady (speciálně funkce jsou
diferencovatelné a maj́ı záměnné smı́̌sené derivace).

1. Vypočtěte derivace složených funkćı

(a) z = u
√

1 + v3, kde u = e2x a v = e−x

(b) z = uv2w3, kde u = sinx, v = − cosx a w = ex

(c) z = sinu cos v, kde u = (x− y)2 a v = x2 − y2

(d) w = yz2 − x3, kde x = er−t, y = ln(r + 2s+ 3t) a z =
√
rs+ t

2. Ukažte, že funkce F (x, y, z) = xy
z lnx + xf

( y
x ,

z
x

)
vyhovuje vztahu x∂F

∂x + y ∂F
∂y +

z ∂F∂z = F + xy
z .

3. Spočtěte parciálńı derivace g(x, y) = f(x2 + y2).

4. g(x, y) = f(x+ y, x− y), spočtěte ∂2g
∂x∂y v bodě (a, b).

5. Necht’ f(x, y) = x2 + 3y2. Určete derivace f vzhledem k polárńım souřadnićım.

Polárńı souřadnice: x = r cosα, y = r sinα.

6. Necht’ f(x, y) = e−(x2+y2). Určete derivace f vzhledem k polárńım souřadnićım.
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7. Ukažte, že funkce F (x, y) = xf(x+ y) + yg(x+ y) vyhovuje rovnici ∂2F
∂x2 − 2 ∂2F

∂x∂y +
∂2F
∂y2

= 0.

8. Výraz x∂2f
∂x2 + y ∂2f

∂x∂y přetransformujte pro funkci F (u, v) = f(x, y), kde u = y a
v = y/x.

9. Necht’ u(x, y) je funkce splňuj́ıćı u(x, x2) = 1 a ∂u
∂x(x, x2) = x pro každé x ∈ R.

Spočtěte ∂u/∂y(x, x2).
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