Matematika Il 4.1. Funkce vice promeénnych, definice, vlastnosti

Obr. 4.1.1

Priklad 4.1.2. Urcete a graficky znazornéte definiéni obor funkce

H 2= \/ysinz.
.
O\ Reseni: Zformulujeme omezujici podminku na definiéni obor, ysinz > 0.
Tato nerovnice je splnéna, kdyz oba ¢initelé jsou bud sou¢asné nezdporni, nebo
soucasné nekladni,

ysinz >0 = (y=>20Asinz>0)V (y<0Asinz <0).
Zbyva diskutovat podminku sinaz > 0 resp. sinz < 0. Resenim prvni nerovnice
je sjednoceni intervali

z € U (0 + k27,7 + k27), kde Z je mnozina celych &fsel.
keZ
Pro hodnoty  z téchto intervala je funkee sin z nezdpornd, cervend ¢ast sinusoidy,

Obi 4.1:2,
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Matematika I 4.1. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

|

Resenim druhé nerovnice je sjednoceni intervali

z € | J{—m + k27,0 + k2r).
keZ

Pro hodnoty « z téchto intervali je funkce sin z nekladnd, modrd ¢dst sinusoidy,

Obr. 4.1.3.
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Obr. 4.1.3

Grafické vyjddieni defini¢ntho oboru zadané funkce je na Obr. 4.1.4.

§ N \§ﬂ \\o\k \ \\2\\ s?f
7 \\ ™ §\ N\\n

Obr. 4.1.4

Vezmeme-li napt. z € (0, 7), hodnota funkce sin z > 0 a souéasné musi byty > 0.
Priklad 4.1.3. Urcete a graficky zndzornéte definién{ obor funkce
z = arcsin(z + y).
Reseni: Funkce arkus sinus je schopna pusobit pouze na reilna ¢fsla z in-
tervalu (—1,1). Musfme zafidit, Ze argument funkce arkus sinus bude nabyvat

jen hodnot z intervalu (—1,1). Dostdvame omezujic{ podminku na definiénf obor

ve tvaru —1 < z +y < 1. Jednd se o systém dvou nerovnic,
—l=z4+y A ¥yl
Resenfm pak bude

-l1—-2<y A y<l-z
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Matematika Il 4.1. Funkce vice proménnych, definice, vlastnosti

Defini¢nim oborem je prunik dvou poloprostorii s hrani¢nimi piimkamiy = —1—x
a y = 1 —xz. Nejdiive zakreslime hraniéni pfimky a pak vyznac¢ime vlastni prunik

poloprostoru, viz. Obr. 4.1.5.

Obr. 4.1.5

| Priklad 4.1.4. Urcete a graficky zndzornéte definicni obor funkee tif

proménnych

thb/ u = arcsin x + arcsin y + arcsin z.

ReSeni: Funkce arkus sinus je schopna pusobit jen na ¢isla z intervalu (—1, 1),

—lSFq<T A ~=lESg=sl A—~158X]T,

Defini¢ni obor: D, = {[z,y,2] € R*||z] < 1 A Jy| £ 1 A |z| < 1}, jednd se o

krychli se stfedem v poc¢atku a délkou hrany 2.

Obr. 4.1.6
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8. DEFINICNI OBORY, OBORY HODNOT, HLADINY FUNKCE VICE
PROMENNYCH

| Dalif pitklady na procvideni TRIAL{7] 606.1|

8.1. Defini¢ni obory a obory hodnot. Pro nasledujici funkce f :
R > R

(a) naleznéte a graficky znazornéte defini¢ni obor Dy,

(b) naleznéte obor hodnot Hj.

(1) f(z,9) = V23,

2) f(x,y) =log (zy + 1),

(
( )
(4) f(x,) = log (2 —y + 1),
(5) f(z,9) =l (1— o —y)),
(6) f(if,y)xx/2f€+8-ﬂf2—92,
(7) f(@,y) = V9 —a? — 3" + /a2 +47 -4,
le o (8) flz,y) =In(a?+y? — 1)+log (16 — 22 —16y2) (bez oboru hod-
b),
le a(9) ?((}3: y) = /sinzsiny,
-(10) f(z,y) = arcsin (zy),
.(11) f(z,y) = arccos ¥,
(12) f(z,5) = /I J2l = Tul,
+(13) f(z, J)=1n1n1111t$—y|
(14) f(=z,y) = T—l—ﬂb‘?‘
LA 8(15) f(z,y) =

| sin(z)] + | sin(y)|"

8.2. Hladiny. Naleznéte hladiny nésledujicich funkei f : R*> — R. Pro
které hodnoty C € R jsou hladiny neprazdné mnoziny?
Ao *(1) f(=, y =h =4
/{ (2) f(ﬂ y __2:
(3) f(z,y) =2*+y*+ 42 — 2y + 6,
Vi 4) f(x, y)—m2+4y -3,
A

S

(

* (5) f(z,y) =% —y*+5,

*(6) f(z,y) = |=|+2Jyl,
(7) f(z,y) =log(1 — 2% — y?),
(8) f(z,y) = Vay+ 1.
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(b) ‘Hf = (_OO:O):
(6) (a) Dy = {(z,y) : (x — 1)*+ y*> < 9} (kruh se stiedem v bodé

[1,0] a polomérem 3)

(b) Hy = (0,3),

4 : . — 4

2 2

or 0

e { -2
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(7) (a) Dy = {(z,y) :4 <2®>+y* <9} (mezikruzi se stfedem v
[0, 0] a poloméry hrani¢nich kruznic 2 a 3),
(b) Hy = (v/5,V/10), (minima le#i na krajnich kru#nicich, max-
ima nabyva funkce na kruznici s polomérem 4/%2)

@a) Dy = {(z,y) : 2% + y* > laz® + 16y® < 16} (elipsa s a=16, /(M (X?Jr‘az ~)
b=1, bez kruhu s polomérem jedna, vie bez okraji.

o S mehnﬁ

i 2
ot L R
) B S e T e
4 -2 0 2 s =3 5 : ! [

@(a) D¢ = {(z,y) : sinzsiny > 0} (Sachovnice tvorena policky o —
délce stran ), \ Siu v
(b) Hy = (0,1), f
(10) (a) Dy = {(z,y) : zy € (—1,1)} ("nekone¢na hvézdicka” omezena
hyperbolami 1 a —1)

(b) Hy =(F %),
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(11) (a) Dy = {(z,y) :x #0ay € (||, |z])} (plocha na a mezi
pfimkami y = z a y = —=x, bez pocatku)
(b) Hy = (0,m),
(12) (a) Dy = {(z,y) : |z| + |y| < 1} (vnit¥ek a hranice ¢tverce prochéze-
jiciho body (£1,+1))

(b) Hy = (0,1),
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(13) (a) Dy = {(z,y) : |z — y| > e} (doplnék k pisu mezi pfimkami
y=g-eay=z+e)

(b) Hy =R,
(14) (a) Dy = {(z,y) : y # 2® — 2?} (R? bez grafu funkce y = 2> —
z?)

(b) Hy =R\ {0},
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@a) Dy = {(z,y) : (z,y) # (mm,n7),m,n € N} (R? bez vech

bodii, kde obé soufadnice jsou nésobky ) y
(b) Hf == %, OO)
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8.2.
1 Q @pﬁmky rovnobézné s y = —x, C € R, X ir:r 4
y & A (2)) pfimky prochézejici bodem (1,2), C' € R,
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(3) kruznice se stfedem v bodé (—2,1), C' > 1,
(4) elipsy se stfedem v podatku s dvakrat vétsi x-ovou poloosou,

23,

w

_—

/ e

{3 @hyperholy se stfedem v pocatku (H; jsou dvé piimky), C' € R,
(6) /soustiedné kosoctverce, C' > 0.
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Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

je kfivka, kterd reprezentuje mnozinu bodit se stejnou nadmotiskou vyskou.

Resené ulohy

|\ Piiklad 4.2.1. Uréete definiéni obor a naleznéte graf funkce

|
z2=1/16 — 22 — 32,

f o \
Resgeni: Nejdifve uréime omezujici podminku na definiéni obor. Druhé od-

mocnina je schopna pusobit pouze na nezdporné cfsla. Tedy,

16-22—12>0 = -—2?-y*>-16 = °+y*<4

Definiénim oborem je kruh se stfedem v pocdtku a polomérem 4.
Nalezneme vrstevnice grafu. Budeme hledat fezy grafu funkce s rovinami rov-
nobéznymi se soufadnicovou rovinou zy (s pidorysnou), resp. pruméty téchto

fezii do pudorysny.

Pozndamka

V ndsledujicim textu budeme casto ztotoZriovat vrstevnici s jegim kolmgm
prumétem do roviny Ty.
Klademe z = k, k je néjaka konstanta, néjaké redlné ¢islo. Napi. pro hodnotu
k = 0 dostavame rovnici z = 0, coZ je rovnice roviny zy. Pro hodnotu k = 1
dostédvame rovnici z = 1, coz je rovnice roviny, kterd je rovnobézna s rovinou zy,
a jejiz vzddlenost od roviny zy je rovna 1, atd.

Proz==k, k>0 A k <4 dostavime

k=y16—22—¢2 = k' =16-22-y" = 2*+y*=16—Fk"

Pro¢ volime k > 0? Cislo k dosazujeme za z a z = /16 — 22 — y2, druhd odmoc-

nina z nezdporného &isla bude vzdycky éfslo nezdporné, hodnota 2 je nezdporna
a tedy i ¢fslo k musf byt nezdporné. Navic k < 4, protoze k muze nabyvat
pouze hodnot z intervalu (0,4). Pro k > 4 bude rozdil na pravé strané rovnice

z? + y? = 16 — k? zdporny, kruznice se zdpornym polomérem nemd smysl.
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Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

Vrstevnicemi budou kruznice se stfedem v pocatku a s polomeéry /16 — k%,

k € (0,4). Pro k = 4 dostaneme tzv. degenerovanou kruznici s polomeérem 0, tj.

bod. V tomto pifpadé se jednd o pocdtek, bod o soufadnicich [0,0].

X sl

Yy
1e
k=3
o= 3,9
k=4
x
Obr. 4.2.1

Navic budeme jesté hledat fezy grafu funkce rovinami rovnobéznymi se zbyva-
jicimi soufadnicovymi rovinami. Polozme napi. z = k. Hleddme fezy grafu funkce
rovinami rovnobéznymi se soufadnicovou rovinou yz, tzv. narysnou. Soufadnice

x lez{ v intervalu (0, 4), proto konstanta k € (0,4),

B \/m = 2=16-k-9y> = yP+22=16—K.
Protoze z > 0, posledni rovnice pfedstavuje pulkruznice se stfedy v pocatku a
poloméry v/16 — k2, pro hodnotu k = 4 se jednd o bod [0, 0].

Zvolime-li y = k, pak hleddme fezy grafu funkce rovinami rovnobéznymi se
souradnicovou rovinou xz, tzv. bokorysnou. Dostdvame analogickou posloup-
nost rovnic jako v predchazejicim piipadeé,

z=V16—22 -k = 22=16-2"-k* = 22+ =16-K"

Rezy jsou piilkruznice se stfedem v poéitku a polomérem /16 — k2.

T
-



Matematika Il 4.2, Graf funkce vice proménnych

le k=1

dh

Nyni jiz mame dostatek informaci pro celkovou predstavu o grafu této funkce.

Obr. 4.2.2

Grafem je polovina kulové plochy se stfedem v pocatku a polomérem 4.

Obr. 4.2.3

/‘(5\ ”Pi"l’klad 4.2.2. Urcete definiéni obor a graf funkce z = zy.
3
Reseni: Definiénim oborem je celd mnozina _]l_%_z. Podivejme se nyni postupné
na jednotlivé rezy.
1.ProkeR, z =k,

Lk
k=zy = y:E.

Vrstevnicemi jsou pro k£ # 0 rovnoosé hyperboly a pro & = 0 je vrstevnice tvorend

souradnicovymi osami, osou z i osou y.
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Matematika Il 4.2, Graf funkce vice proménnych

L

Obr. 4.2.4

2.ProkeR, z=k,
=Ky

Rezy jsou pfimky prochazejici poc¢atkem.

3. ProkeR, y=k,
z=kr.
Rezy jsou piimky prochézejici pocatkem.

& <

Qbr. 4.2.5
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Matematika I 4.2. Graf funkce vice proménnych

Jednd se o sedlovou plochu. Jeji grafické zndzornéni je pomérné obtizné,
[ | = 2 i
15 nicméné piesto ndm fezy poskytnou zdkladn{ informaci o grafu zadané funkce.

Graf zadané funkce je na Obr. 4.2.6

QObr. 4.2.6

“ Priklad 4.2.3. Urcete definiéni obor a graf funkce z = /22 + y2.
1

Reseni: Definiénim oborem je celd mnozina Bf. Soucet v odmocniné bude
nezdaporny bez ohledu na to, co dosadime za x resp. y. Hleddme ftezy.
1. Prok >0, z =k,
k=vjz2+1r = BF=2"+¢°

Vrstevnicemi jsou kruznice se stredem v poc¢atku a polomeéry k.

k=0 2
k=2
k=1
k=4
X
Obr. 4.2.7
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Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

2. Prok e R, z =k,

2 .2
z=Vk2+y2 = 2=k+y = P +2=k = _z_2+i‘5-:1’

Pro pevné zvolené k je fezem jedno rameno rovnoosé hyperboly. VSimnéme si,
ze pro k pfipoustime i hodnotu 0. OvSsem v posledn{ rovnici bychom pak délili
nulou, coz je nepiipustné. Posledni implikace pro k = 0 neplati. V tomto piipadée

je fezem dvojice poloptimek prochézejicich pocdtkem [0, 0], tedy

5= arye = |Hi=y = g= By

3. ProkeR,y=k,

) 2

s _ 5 3 2 _ 812 o 2 _ 32 s e
z=Va?+k% = 2=z°+k* = g+ 2=k = k2+k2—l.

Pro tezy plati totéz, co jiz bylo feceno v bodé 2.

< -
k=2
k=3
k=4
Y i
Obr. 4.2.8

Grafem funkce je jednodilnd kuzelova plocha.

Obr. 4.2.9

T
4



Matematika Il 4.2. Graf funkce vice proménnych

=03
X T
Obr. 4.2.12 Obr. 4.2.13

3. D, = R?, k > —4. Vrstevnice: [0,0], 22 + y*> =4 + k, Obr. 4.2.14.
4. D, = R? k € R. Vrstevnice: y = —%:c + %‘”, Obr. 4.2.15.

k=4 4
o __3
fﬁ = ;:) /\
e x 3 2
Obr. 4.2.14 Obr. 4.2.15
‘\,xg, @JDZ = {[z,y] € R?|ay > 0}, k > 0. Vrstevnice: jedna z vrstevnic je tvofena

obéma soufadnicovymi osami (y = 0, z = 0) pro k = 0, ostatni vrstevnice maji

1e

rovnici y = £ pro k > 0, Obr. 4.2.16.
6. D, = {[z,y] € R?*|y # 0}, k > 0. Vrstevnice: c =0 pro k =0, y = i\/%'z,
pro k > 0. Ze viech vrstevnic vynechdvdme bod [0, 0], protoZe nelez{ v defini¢nim

oboru zadané funkece, Obr. 4.2.17.

—

l k=0 Y

N\
S

Obr. 4.2.16 Obr. 4.2.17
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