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1.5.3 (operace o

definovan jako dislo x

y #0, pakjep‘

pouzivame také

1.5.4. Z vlastno
s realnymi Cisly.
dalsich pocetnic
1.5.5. Véta. Pro
3 (@ YxecR
(b) Vx eR

(c) VxeR

(d) Vx.y.z

Diikaz. (a) Necht
(—x)+x=0,at

(b) Necht x € R\ {0}. Potom x - x~

xl.x=1,ated
(c) Necht x € R.
=

Pri¢teme-li v rov

Odtud pomoci (

pravou stranu ob

Diky vlastnostem

(d) Predpokl

nim prvku —x k1
Potom podle vla

Pri¢tenim prvku
pozadovanou ne

1.5.6. Poznamka

o prvku 0 jako o

1.5.7 (vztah usporadani
nearnim usporad

0
symbol % nebo (méné ¢asto) x : y & x/y.

déitani a déleni). Necht x,y € R. Rozdil &scl x a Y je
+ (=) a znac¢ime ho symbolem x — y. Pokud navic
dil ¢isel x a y definovén jako &islo x - y~!. Misto x - e

sti (1)-(9) vyplyvaji viechna obvykla pravidla pro pocitani
Jako ptiklad odvodime nasledujic Ctyti pravidla. Dakazy
h pravidel jsou obsaZeny v Dodatku B.

realna ¢&isla plati nasledujici tvrzent:

= (—x)=x,

\{0}: 1) =,

0-x=0.
eRiE2yazz)= xz < yz.

x € R. Potom x 4 (—x) = 0 podle (4). Pak diky (2) mame
edy x je opaény prvek k prvku —x. Proto plati —(—x) = x.
! = 1 podle (8). Pak diky (6) mdme

y x je inverzni prvek k prvku x~!. Proto plati (x™1)~! = x.

Postupnym pouzitim (7), (3), (9) a znovu (7) dostaneme
= l-x=(14+0-x=1-x4+0-x=x+0-x.
nosti x = x + 0 - x k obéma stranam ¢&islo —x, dostaneme
X+ (=x)=(x4+0-x)+ (—=x).
4) pouZzité na levou stranu rovnosti a (1) a (2) pouzité na
drzime

0=0-x+ (x—|— (—x)).
(4) a (3) odtud dostavame dokazovany vztah 0-x = 0.
adejme, Ze redlnd ¢&isla x, y, z spliiuji x < y az > 0. Pficte-
evé a pravé strané nerovnosti x < y dostaneme 0 <y-—x.
stnosti (3) v 1.5.7 obdrzime 0 < (y — x)z Yz — xz.

xz k levé a pravé strané posledni nerovnosti dostaneme
rovnost. ]

. N¢kdy hovorime o prvcich mnoziny R jako o bodech a
pocatku.

a operaci s€itani a nasobeni). (1) Relace < je li-

=7 ve
nim na mnoziné R.

(2) Pro kazdé x,J‘ .z € R splnujici x < y plati

xX+z=<y+z
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s¢itdni a nasobcm spolu s usporadamm Pokud bychom zvolili néjaky al-
ternativni prlstup a sestrojili mnozinu R spolu s operaceml +°,-% a uspo-
faddnim <°, které by splriovaly vlastnosti I-II1, pficemz misto (R, +, -, <)
bychom uvazovall (R®,+°.-°, <9, pak podle predch021 véty existuje zob
razeni @, ktchJc nejenom leCl(CI mnoziny R na mnozinu R?, ale také ope-
race a usporadanl v R prevadi na piisludné operace a usporadani v R®

B.1.43. Véta.

A (@) VxeR:x-0=0-x=0,

2 (b) Vx e R: —x—( 1)-x,

Lo Yx.yeR: xy—0:>(x—0\/y_0)

(d) Vx eRVneN: (x")7!1 = (x71)",

¢@© Vx,yeR: (x >0Ay>0)= xy >0,

LE VxeR,x>0VyeR,y>0VneN:x <y & x" <y".

Dikaz. (a) Plati |
x#l~x:(l—|—0)-x:]-x—|—0-x=x+0-x.

Pfi¢teme-li v rovnosti x = x + 0 - x k obéma stranam ¢islo —x, dostaneme
dokazované tvrzeni.

(b) Plati
0=0x=0-1D-x=1-x+-)-x=x+ (1) x.
Pii¢teme-li v rovnosti 0 = x + (—1)-x k obéma stranam &islo —x, dostaneme
dokazované tvrzeni.
(c) Pokud x = 0, jsme hotovi. Pokud x # 0, pak existuje x~! e Raplat

D= L= n Gy =ik =1y =3
(d) Pouzitim komutativity a asociativity nasobeni dostaneme

xn.(x—l)n :xn.(x—l,..x_'l):(x.x;l)...(x._)c_l):]...1 = 1.

n-krat n-krat
(¢) Z posledni vlastnosti ve druhé skupiné dostavame, ze xy > 0. Podle

(c) ovéem vidime, Ze xy # 0, jinak by totiz bylo x nebo y rovno 0. Dohro-
mady pak mame xy > 0.

(f) Pokud n = 1, je tvrzeni zfejmé. V piipadé n > 1 mizeme psat

yn _xl’l 3 (y —X) i (yn—l = yl’l—2x L AL yxn—2 =L )Cn_l).
Pokud y > x, pak Qba uzévorkované vyrazy jsou kladna ¢isla, a proto plati
0 < y" — x", neboli x" < y".

Necht nyn{ y* > x". Pokud by platilo y = x, pak také y" = x", coz je
spor. V ptipadé, ze y < x, dostaneme z jiz dokazaného y” < x", coz je opét
spor. =
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1.6.23. Poznamka. Poznamenejme, 7e prazdna mnozina je intervalem, ne-
bot (a,a) = 0 pro kazdé a € R. Také kazda Jednoprvkova podmnozina R
Je intervalem, nebot [a,a] = {a} pro kazdé a € R.

Nasledujici lemma udava uZiteénou charakterizaci intervalu. Chceme-li
ukézat, Ze jista mnozina je intervalem, sta¢{ ové&fit podminku ze znén{ lem-
matu, ktera 1{kd, ze mnozina s kazdymi dvéma svymi body x a y obsahuje 1
vSechny body mezi mezi x a y. Nen{ tedy tfeba hledat p¥islusné krajni body
intervalu. Lemma pouzijeme naptiklad v diikazech VE&t 1.6.30 a 4.3.6.

© 1.6.24. Lemma. Necht M C R. Mno¥ina M je interval pravé tehdy, kdyz
plati

Vx,ye MVzeR: (x<z<y=zeM). (1.12)

Rada matematickych vét mé tvar ekvivalence. Jejich dakaz ¢asto vede-
me tak, ze dokazeme postupné dvé implikace. Pro zjednoduseni a zprehled-
néni zapisu budeme obéas pouzivat symboly = a <=, které uvedou prislusné
¢asti dikazu.

Dikaz. = Ptedpokladejme, ze M = (a,b), kde a,b € R. Pro ovéteni pod-
minky (1.12) vezméme x,y € M a z € R takové, e x < 7 < y. Potom plati
a4 <x<z<y<b,atedyz € M. Tim je podminka (1.12) po uvedeny typ
intervalu ovéfena. Pro ostatn{ typy intervald je ovéteni obdobné.

< Predpokliddejme, e mnozina M spliiuje (1.12). Pokud M = @, pak
Je tvrzeni zfejmé. Neni-li M omezena zdola ani shora, pak M = R =
(=00, +00). Vezmeme-li totiz libovolné &slo z € R, pak existuje x € M,
x < z (nebot M nenf zdola omezend) a také existuje y € M, y > z (proto-
Ze M neni shora omezena). Podle predpokladu tedy plati z € M.

Je-li M omezena a neprazdna, pak klademe G = supM ag = infM.
Plati (g,G) € M. Jeli totiz z € (g,G), pak podle definice infima existuje
takové x € M, ze x < z, podobné podle definice suprema existuje y € M,
y > z. Podle na3eho pfedpokladu je tedy z € M. Dale je M C [g,G],
nebot g je dolni zdvorou M a G je horni zidvorou M. Mno%ina M Je tedy
interval s krajnimi body g a G, pti¢emz kazdy z nich mfize (ale nemusf)
patrit do M.

V ostatnich pripadech, kdy je M omezena pouze zdola a kdy je M ome-
zend pouze shora, Ize tvrzeni dokdzat obdobné. i

1.6.25. Véta. Nechtn,m € Z,n < m. Pak m >n+1.

Dikaz. Provedeme piimy dikaz. Jeliko? n < m, je m — n kladné celé ¢&islo.
Tedym—n je prirozené &islo, a protom—n > 1. Tim je tvrzeni dokdzino. =

1.6.26. Véta (exisﬁence celé ¢asti). Pro kazdé x € R existuje pravé jedno
k € Z takové, ze k< x <k + 1.
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Je tedy ,na“. Pokud pro x,y € B platl £ (%) =7 F31); potom x =
SUE) = U0 = Y, a zobrazeni /™1 je tedy prosté. Dostdvame
tak, Ze zobrazeni f~1 Je bijekce, a proto ma mnozina A stejnou mohutnost
jako mnozina B, tj. B ~ A.

(c) Podle predpokladu existuje bijekce /' mnoziny A4 na mnozinu B
a bijekce g mno;‘:iny B na mnozinu C. Slo%ené zobrazeni g o S je dobfe

definovéno na minoiiné A a md hodnoty v mnoziné C. Pokud go f(x)=
go f(y), pak f()‘c) = f(¥), nebot g je prosté. Ze vztahu S&x) = f(»), pak

plyne x = y, nebot f je prosté. To znamen4, e zobrazeni g o f je prosté.
Pro kazdy prvek cecC existuje prvek b € B takovy, Ze g(b) = ¢, nebot gje
»na“. Pro prvek b‘existuje prveka € 4 takovy, ze f(a) = b, nebot S je ,na“.
Potom plati g o J(a) = g(f(a)) = g(b) = c. Zobrazeni go f je tedy ,na“.
Tim je tvrzeni dok4zano. m

*1.7.5. Véta (Cant;orovas—Bernsteinova6 véta). Necht X a Y jsou mnoziny
spliujici X < Y a z4roven Y <X.PakXavy maji stejnou mohutnost.

K dikazu Cantorovy—Bernsteinovy vety pouzijeme nésledujici lemma.

1.7.6. Lemma. Necht X je mnoZina a H : P(X) — P(X) je zobrazeni spl-
nujcici podminku

A,B € P(X): AC B = H(A) C H(B). (1.13)
Potom existuje C C X takové, se H(C) =.C.

Diikaz. Deﬁnujmq C = {4 € P(X); A4 C H(A)}. UkdZeme, 3¢ C = e
je hledanou mnozinou. Ztejmé plati C € X. Pokud A4 € €, potom A C C
podle definice €. Diky (1.13) pak plati H(A) c H(C). Dohromady tedy
mame A C H(A).‘ Z této uvahy a definice C dostavame C C H(C). Nynf
znovu pouzijeme (1.13) pro dvojici mnozin C a H(C) a dostaneme H(C) c
H(H(C)). To zna}mené, Zc H(C) € €, a tedy H(C) ¢ C. Tim je rovnost
H(C) = C dokazana. m

Dilkaz Véty 1.7.5. Podle predpokladu véty existuji prostd zobrazeni f: X —
Y ag:Y — X. Definujme zobrazeni H : P (X) — P(X) predpisem
H(4) =X\ g(Y\ f(4).

Pokud U C V C X, potom f(U) S(V),atedy také Y \ f(V) C Y\ fU).
Odtud jiz snadno odvodime inkluzi HU) C H(V). Zobrazeni H tedy spl-
nuje pfedpoklady Lemmatu 1.7.6, s pomoci kterého nalezneme mno¥inu

5Georg Cantor (1845-1918)
SFelix Bernstein (1878-1956)
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ko € {1,...,m +

1} takové, ze (ko) = n. Definujme pomocné zobrazeni

ve{l,....m}—>|{1,...,n -1} predpisem
) = w(k), pokud k € {1,...,m} \ {ko},
) om + 1), pokudk =koe{l,...,m).
Zobrazeni ¥ je dobte definované s hodnotami v mno¥ing IS RSP
Ovéime, Ze jde ‘o bijekei mnoziny {1,...,m} na mno%inu {I,...,n —1}.

Zobrazeni je ,na‘

{1.....n3\ {o(ko)
Pokud k = ko mu
diky prostoté ¢ |
¥ (k'). Odtud ply

Méme tedy {1
dostaviame n — 1

1.7.10. Pokud X
Lemmatu 179
nasledujici defini

1.7.11. Definice.
roven 0. Pokud X
Pocet prvki kone

1.7.12. Poznamk
ziny X, Y maji st

navic A neprazdn

Diikaz. Je-li A pra

mu

=m,atedyn =m + 1.

‘, ne
}:

si

bot obor hodnot obsahuje viechny prvky mnoziny
{1,...,n—1}. Pfedpokladejme nyni, ze ¥ (k) = ¥ (k').
byt diky prostoté ¢ také k' = kg = k. Pokud k # ko, pak
si byt k&’ # ko. Potom ale plati Y (k) = o(k) = (k') =
ne k = k'. Zobrazeni v je tedy prosté.

sooon =1}~ {1,...,m}. Podle indukéniho predpokladu

~ {l,...,n} pro Jisté n € N, pak je toto n uréeno podle

cdnoznacéné. Toto pozorovani je dtleZité pro korektnost
ce.

Pokud je mnozina X prazdna, pak je podet Jjejich prvka
el .. 0 projistén € N, pak fikdme, ze X man prvka.
¢né mnoziny X znaéime | X|.

a. S pomocf Véty 1.7.4 dostavame, Ze dvé koneéné mno-
Jnou mohutnost pravé tehdy, kdyz |X| = |7].

1.7.13. Véta. Necht A C R je konedn4 mnozina. Potom je 4 omezena. Je-li

a, pak existuje jejf maximum a minimum.

zdna, pak je zfejmé& omezena, nebot kazdé x € R je zaro-

ven horni 1 dolni z4dvorou mnoziny A.

Necht je A ne
kou indukef podle poctu jejich prvkd.

mé. Pf*edpoklédej

Necht 4 je mnozir
Polozme B = {¢

dukéniho predpo
PoloZzme

g:

CislagaG jsou d

razdna. V tomto piipadé provedeme ditkaz matematic-
Je-li 4 jednoprvkova, je tvrzeni zrej-
me nynf, Ze tvrzeni plat{ pro kazdou mnozinu o n prvcich.
12 0 n+1 prvcich, tj. existuje bijekce ¢: {1, . .. 41} — A.
(1),....,¢(n)}. Pak B ¢ R man prvki, a tedy je dle in-
kladu omezeni a existuje jeji maximum G’ a minimum g’.

min{p(n + 1),¢’}, G = max{p(n + 1), G"}.
obfe definovana dle P¥ikladu 1.6.20. Dile plati

Yie L. nt1): o< ol)= G




