Priklad 25.
2n2 + 2n + nsin2n

ns00 11008 311 + (2n + sin4n)?’

Resend.
7Z Citatele i jmenovatele vytkneme nejrychleji rostouci ¢len.

. 2n2 + 2n + nsin 2n
lim - =
n—oo n.cos 3n + (2n + sin 4n)?

277,2 14+ 1 + sin 2n
lim 2 " cos3n ¥ sTiLn4n 2 =
1 14 1 4 sin 2n
lim n o

. 5 . Ciil?;n + (1 + sig:lln)z.
A7z potud jsme provadéli pouze algebraické tpravy.
Nyni si uvédomme, ze:

S|
e lim =~ =0
'ﬂ‘)OOn ’

e lim % = lim (sin2n)- % = 0, protoze (sin 2n) je omezend posloupnost a
n—oo n—oo

% — 0 pro n — oo,

o lim <G — iy (sin3n) - 75 = 0 z téhoz divodu, protoze (cos3n) je

n—oo n—oo
‘ 1
omezend posloupnost a 7= — 0 pro n — oo,
1

= lim (sin4n) - 5= = 0 opét z téhoz duvodu, protoze (sin4n) je

. sin(4n)
o lm =5°= 2

n— o0 n n—00
omezend posloupnost a ﬁ — 0 pro n — 00. Z toho pak podle véty o aritmetice

limit vyplyva, ze
. 2
sin4n
li 1 =(140)?2=1.
m ( + on > ( + )

n—oo
Pokud tedy opakované pouzijeme vétu o aritmetice limit, dostdvame

1 14+ 1 + sin 2n
lim n oL

Y 5 " cos3n sin 4n \2
=0 2 4n? +(1+ Qn)

1+0+0 1

0+ (14+0)2 2

1
)



2:50, 2:57
Piiklad 26.

. 1
lim —
n—oo N

n
Z[lm], [kz] oznacuje dolni celou ¢Aast.
k=1

Resend.

Protoze kx — 1 < [kz] < kx, mdme

Tudiz mame po rozsiteni n%

n

1 n2+n n—oo 1
E};[lm]gx 52 5

a naopak také

1 & nZ4+n 1 oo 1 1
J— > —_ — — = —I.
n2 kz_l[k:x] =% 2n2 n 295 0 296

Podle véty o dvou policajtech tedy

n

. 1 1
n11_>rr010 2 Z[lm] = 3%

k=1



2:58, 3:08

Priklad 27.
lim (Vn+1-/n).
n— oo

Resent.

Rozsfienim s pomoci vzorce A® — B3 = (A — B)(A? + AB + B?) dostaneme
lim (VnF1— ) =

n—oo
lim ntl-n =
n=o0 3/(n+1)2+ n+ 1ynV/n?
lim L .
n—oo %/(n—i— 1)2 + \53/n+ 1%W

Nyni vytkneme nejrychleji rostouci ¢len ze jmenovatele.

1
lim

n—o0 {"/(n+ D2+ ¢/n+ 1ynvn? B

1
lim
nﬁoo\/ \/1+1/n +Y1+1/n+1
Protoze
e lim 3—— hm %:0;
n—oo n

li (14+1/n)2 = li 1+1/n)2=3¢/(1 2=y1=1 1 {
e lim Y(1+1/n) i°»/n1_>rréo( +1/n)2=3/(1+02=1 podle tvrzeni,
diky kterému lze zaménit poradi k-té odmocniny a limity za pfedpokladu, ze
limita uvnitf je vlastni, nenulova a vysledny vyraz dava smysl;!

.y o ., . "
° nlggo /(14 1/n) =1 diky stejnému argumentu jako vyse,

dostavame diky opakovanému pouziti véty o aritmetice limit, ze

1
lim —
n—00 \/ \/ +1/n)2 4+ /1+1/n+1
1
0 1+1+1

1) Toto tvrzeni se obyéejné dokazuje zv1ast, v obecnosti je diisledkem spojitosti odmocniny
v celém svém defini¢nim oboru. Tvrzeni plati také, pokud limita je nulovd, v pfipadé sudé
odmocniny je vSak zapotiebi pohlidat, ze az na kone¢né mnoho vyjimek jsou vSechny cleny
posloupnosti uvnitf nezdporné.



3:10, 3:25
Piiklad 28.

VnS+2—+/n2+1
im .
n—oo v/nt 4+ 2 —/n3 +1

Resend.

Pokud porovname fady jednotlivych ¢lenu v ¢itateli a jmenovateli, zjistime:

o clen v/n® + 2 je Fadu nd/4,

o clen vnZ +1 je fadu 712/37

o clen v/n# + 2 je Fadu n*/®,

o clen vn3 + 1 je fadu n3/2,

Protoze 3/2 je nejvyssi fad ve jmenovateli a 5/4 nejvyss{ tad v citateli a 3/2 >
5/4, bude vysledkem nula. Formélné to lze dokdzat napiiklad takto: vytkneme
ze jmenovatele n®/? a z Gitatele n®/4. Pak

Vnh +2—n?2+1
11m =
n—oo /nt +2 —/n3 +1
i nd/4 /1+2/nd— ¢ ,,LIL52/4 + ,,L1é/4
1m . =
32
n—00 7, 5 /,Lﬁ:/z + ”1?3/2 — /1 + 1/n3

i 1 V1I+2/n% = {)osfis + oo
e n3/2=5/4 1 2 / 5
ni6/2—4 + nis/z I+ 1/”

a nyni, protoze ve vSech exponentech u n jsou kladna ¢isla a n% — 0 pron — oo,
pokud « je libovolné kladné ¢islo, mame

V1+ 7\3/0+070 1+0
JO+0-—yv1i+0 ~ 0-1

0.

Pfi tom jsme pouzili:
e vétu o aritmetice limit,

e fakt, ze lze provést limiténi pod odmocninou (viz téz predchozi piiklad) za
predpokladu, ze vysledek je redlné ¢islo, které je

— nenulové nebo

— nulové, pficemz vSechny ¢leny posloupnosti pod (sudou) odmocninou jsou
nezaporné, coz je zde splnéno.



3:26, 3:41, pouzivam copy paste!

Piiklad 29.
lim n(\/n2+2— %/n3+1).

n—oo

Resent.
Odmocniny pievedeme na stejny zéklad (nejmensi spoleény ndsobek je zde 2-3 =
6)

Vn2+2— /3 +1=
Y0+ 2p Y 17

a pouzijeme rozsifeni s pomoci vztahu

A® — BS = (A — B)(A® + A*B + A3B? + A’B® + AB* + B°).
Pokud pridame jesté doposud opomijené n pred zavorkou, ziskame, ze

n (V2 2P - Y5+ 1) =

n((n?+2)*~(n®+1)%)

6\3/(“2+2)15+ Q/(n2+2)12 g/(n3+1)2+ Q/(n2+2)9 g/(n3+1)4+ V(n2+2)6 Q/(n3+1)6+ {3/(712+2)3 \5/(n3+1)8+ t\a‘/(nerl)lo

n(n6+6n4+12n2+8—n6—2n3—1)

Y/ (n242)154 §/(n242)12 §/(n3+1)2+ §/(n2+2)9 §/(n®+1)2+ §/(n2+2)6 §/(n3+1)64 §/(n2+2)3 §{/(n®+1)8+ §{/(n3+1)10
n(6n472n3+12n2+7)

6\3/(“2+2)15+ Q/(n2+2)12 6\3/(”3+1)2+ Q/(n2+2)9 g/(n3+1)4+ g/(n2+2)6 Q/(n3+1)6+ {3/(712+2)3 \5/(n3+1)8+ t\a‘/(nerl)lo
6n°—2nt+12n°+7n)

Y/ (n242)154 §/(n242)12 §/(n3+1)2+ §/(n242)° §/(n®+1)1+ §/(n2+2)6 §/(n3+1)6+ §/(n2+2)3 §/(n®+1)8+ §/(n3+1)10"

Nyni si v§imnéme, Ze vSech Sest ¢lenu ve jmenovateli je stejného fadu

¢/(n2)15 = Vn30 = nb,

co7 je stejny Tad jako v éitateli. Lze tedy z ¢itatele i jmenovatele vytknout n® a
dostaneme

6n°—2n*+12n%+7n —
g/(n2+2)15+ Q/(n2+2)12 g/(n3+1)2+ g/(n2+2)9 g/(n3+1)4+ \6/(n2+2)6 g/(n3+1)6+ \6/(n2+2)3 \6/(n3+1)8+ {)‘/(nerl)lo
6—2/n+12/n’+7/n*
ﬂ5 $/(1+2/n2) 15+ §/(142/n2)12 §/(14+1/n3)2+ §/(1+2/n2)° §/(1+1/n3)3+ §/(14+2/n2)6 §/(1+1/n3)6+ §/(1+2/n2)3 §/(1+1/n3)
A nyni diky opakovanému pouzivani véty o aritmetice limit a faktu, ze lze
provést limiténi pod odmocninou, jestlize vysledkem je nenulové realné cislo,

dostaneme
lim n(\/n2+2— 3/113—1—1) =

n—oo

lim 6—2/n+12/n’+7/n*)
nooo §/(14+2/n2)15+ §/(1+2/n2)12 §/(1+1/n3)2+ §/(14+2/n2)° §/(1+1/n3)4+ §/(1+2/n2)6 §/(1+1/n3)6+ §/(1+2/n2)3 §/(1+1/n
6—-0+040 6

T141- 0141 141-141-141 6




3:42, 3:48

Priklad 30.
lim Va™+ b + 7, a,b,c > 0.
n—oo

Resent.

Bud M = max{a,b,c}. Potom

hm,Wh"+b”+c"zgg&ﬂl-W@UN@”+(W&D"+(W&DW

n—roo

Nyni si uvédomme, ze alespon jeden zlomek pod odmocninou je roven jedné, a
nejvyse jsou vSechny tii rovny jedné (to pokud a = b= c = M). Plati tedy, ze

1< (a/M)" + (b/M)"™ + (¢/M)"™ < 3.

Potom tedy také

Y1 < ¢/ (a/M)" + (b/M)" + (¢/M)" < /3.

Protoze vsak plati, ze lim {/z =1 pro libovolné kladné redlné ¢islo z, je
n—oo

lim V1 =lim V/3 =1,

a tedy podle véty o dvou policajtech je také

lim {/(a/M)" + (b/M)" + (¢/M)" = 1.

Tudiz, pokud se se znalosti tohoto vysledku vratime zpét na pocatek, dostaneme
s pomoci véty o aritmetice limit:

lim Va4 0" 4 ¢ = lim M-3{/(a/M)" + (b/M)" + (¢/M)" = M-1 = M = max{a, b, c}.
n—oo

n—oo



3:50,4:02
Priiklad 31.

. 3"+n®+ (n+1)!
lim
n—oo  n(nb+n!)
Resent.
Pro feSeni tohoto piikladu je zapotiebi znat limity tzv. rustové skdly. Zde

pouzijeme dvé:
n

lim — =0, a € R,
n—oo n!
b

lim - =0, beR.
n—oo n!

Jinak feéeno, n! roste rychleji nez libovolnd exponenciela i mocnina.?

Tato znalost ndm naznacuje, ze bude spravné vytknout (n+1)! z ¢itatele a n-n!
ze jmenovatele. Dostaneme tak:

3" +n’ 4 (n+1)!

nlgr;o n(ns + n!)
. (n+1)! B")/(n+ 1)+ @n%)/(n+ 1) +1
nheo noml nS/n! +1 '

Nyni si uvédomme, ze

(n+1)!  (n+1)-n! n+1

n-n! n-n! n

)
muzeme tedy psat

(m+D!'EY)/(n+ D!+ %) /(n+ 1) +1

nh—>120 n-nl nb/n!l 41 -
i L B")/(n+ 1)+ n®)/(n+ 1)+ 1
n—oo m nb/n! +1 ’

Je ziejmé, ze "T'H — 1 pro n — oo. Sta¢i tak ukdzat, ze vSechny nekonstantni

¢leny ve druhém zlomku konverguji k nule. Coz 1ze s pomoci limit riustové skaly
vyse nahlédnout napiiklad takto:

e lim(3")/(n+1)! = lim(3™)/n! - n%_l = 0-0 = 0 podle véty o aritmetice limit —
prvni zlomek tvarem piimo odpovida prvni obecné limité rustové skaly uvedené
na zacatku feseni pro a = 3, limita druhého je zfejma;

e lim(n®)/(n 4 1)! = lim(n®)/n! - 25 = 0-0 = 0 podle obdobného argumentu
jako vyse, prvni zlomek odpovida pro b = 5 druhé obecné limité rustové skaly;

e lim(n%)/n! = 0 podle druhé obecné limity ristové skaly s b = 6.

2) Toto lze dokdzat napiiklad pomoci podilového kritéria pro konvergenci fad.



Pokud dédme vSechny tyto znalosti dohromady a opakované pouzijeme vétu o
aritmetice limit, dostaneme

n+1l (3")/(n+ DI+ (n°)/(n+ 1! +1 _

I
noo né/n!+1
U0+

0+1



4:50, 4:58
Priiklad 38.

3 n
-1
lim n +2\/ﬁ+( ) .
n—o0 n? + ny/n
Regend.

Vytknéme nejrychleji rostouci ¢leny z citatele i jmenovatele.

3 _1\n
lim ™ +vn+(-1) _
n—soo N4 nyn

3 1 1 2,5 —1)" 3
i L LR Y/nE A (1) /nt

n—ro00 n? 1+1/nt/2
1 2,5 _1\n 3
lim n - +1/n7" 4 (-1) /n
n—00 1—|—1/7’L1/2

Vsechny nekonstantn{ éleny ve zlomku jdou k nule pro n — co. Pro éleny 1/n?5
a 1/n'/? to plyne pifmo ze zékladnich limit, pro ¢len (—1)"/n® = (=1)" - 1/n3
to plyne podle véty o limité souéinu omezené a nulové posloupnosti, nebot
posloupnost (—1)" je ziejmé omezend a 1/n® — 0 pro n — oo. A samoziejmé,
limn = +o0.

Opakovanym pouzitim véty o aritmetice limit a predeslych tvah tedy mame
1+1/n%5 + (=1)"/n?

i 1+1/ni/2 -

1+0+0
e = +00- 1= +o0.
140

Poznamka: pokud neni piimo zavedena aritmetika nekonecna, muze se exaktni
oduvodnéni posledniho kroku lisit. V takovém piipadé se bude patrné opirat
o variantu véty o aritmetice limit zabyvajici se pripadem, kdy je jedna z limit
nekonecnd a druhd nenulova.



4:58,5:02
Piiklad 39.

lim n(\/n2—|—n—n>.

n—oo
Resent.
Rozsitenim dle vztahu A% — B2 = (A — B)(A + B) dostaneme

lim n(\/n2+n—n) =

n—oo

VnZ+n4n
lim n(\/n2+n—n)~7:
n—oo vni+n+n

. n2+nfn2

lim n - =

noo \/n24n+n
I il
imn —

n—oo  \/n24n+n

2

n
lim ——— =
n—ooo\/n2+n+n
a vyktnutim n ze jmenovatele pak

I -

im ——.
n—oo /14 1/n+1
Protoze

e limn = o0,

e lim/1+1/n=+/1+0 =1, nebot lze provést limiceni vyrazu pod odmocni-
nou, pokud je vysledek vlastni a nenulovy,

mame diky opakovanému pouziti véty o aritmetice limit

I n +00 +o0
1m = =
Poznamka: pokud neni piimo zavedena aritmetika nekonecna, muze se exaktni
oduvodnéni posledniho kroku lisit. V takovém piipadé se bude patrné opirat
o variantu véty o aritmetice limit zabyvajici se ptipadem, kdy je jedna z limit
nekonecnd a druha nenulova.

= +400.

10



5:02,5:12
Piiklad 40.

nmw
lim sin (—) Vn.
n—oo 4
Resend.

Tato limita neexistuje. Lze to nahlédnout tak, ze najdeme dvé jeji podposloup-
nosti, které maji raznou limitu.

Funkce sinus je 27 periodickd. Vyraz sin (%) tedy nabyvé osm hodnot stéle
,kolem dokola“.

Vyberme tedy jako prvni podposloupnost n = 8k, kde k probihd mnozinu
prirozenych éisel. Potom sin 85T = sin(2km) = 0. Potom tedy také sin (257) /8% =
0-+v8k =0, a tedy tato podposloupnost je konstantné rovna nule. Limita této
podposloupnosti je tedy
8k

lim sin (F> V8k = lim 0=0.

k—o0 4 k—oc0
Nyni bychom mohli volit jako druhou podposloupnost fakticky libovolné n =
8k + ¢, kde ¢ je libovolné celé éislo od 1 do 7 (s vyjimkou 4). Pro pohodl{ zvolme
¢ = 2. Potom vzhledem k 27 periodi¢nosti funkce sinus je

n<<8k12)ﬁ> m:sin@lm—kg)m:sin(g)\/W:1~\/8k+2:\/8k+2.

Limita této podposloupnosti je tedy

8k + 2
lim sin ((Wr) (8k +2) = lim V8k + 2 = +o0,
k—o0 4 k—o0

nebot plati, Ze kdykoli limy_,oc @ = oo, pak také pro libovolné raciondlni &islo
q > 0 plati limy o (ag)? = +00. Staéi tedy tento fakt pouzit pro ap =8k +2 a
qg=1/2.

Nasli jsme tedy dvé podposloupnosti, které maji ruznou limitu, a tudiz limita
v zadani neexistuje. (Pokud totiz posloupnost limitu mé, pak kazd4 jeji podpo-
sloupnost musi mit tutéz limitu.)

11



5:12,5:29

Priklad 41. .
. . n
nll)n;o(\/g —Ssimn — COSH)W.
Resend.
Pro feseni tohoto piikladu je zapotiebi nékolik specidlnich znalosti.
o lim 2= = 1ng pro libovolné a > 0, a # 1. Specidlné, lim V2-1 _ 1y,
n—oo

n

n—oo n
Toto plyne snadno pomoc{ Heineho véty a zdkladni (nékdy definién{) limity pro

prirozenou exponencielu, nebo to lze, ovsem s jistymi obtizemi, dokazat piimo.
Diky tomu a vété o aritmetice limit vidime, ze

5 1

lim —— = lim n®- lim —2— = 400 — = +

e Plati, Ze sinn + cosn = sinn + sin(n + 7/2) = 2sin "Jr";”r/Q cos ”7";”/2 =

2sin(n 4 7/4) cos(—7/4) = v/2sin(n + 7/4). Z toho vidime, ze

V3 —sinn — cosn = V3 — V2sin(n + 7/4) > V3 -2 > 0.
7 toho tedy nakonec vyplyva, ze

n Vv

— > (V3 —V2)—.

V21" ( ) V2 -1

Piitom pravé strana m4, jak jsme vysSe ukézali, limitu rovnou +oco. Plati vSak
véta, ze pokud pro dvé posloupnosti {a,}, {b,} plati, Ze pro vSechny cleny je
an > by, pak také stejna nerovnost plati i pro jejich limity. Navic, pokud b,, mé
limitu +o00, potom limita a,, automaticky taktéz existuje a je rovna 4o00. Z toho
tedy plyne, ze

(v/3 —sinn — cosn)

nd

lim (v/3 —sinn — cosn = +00.

12



5:29,5:31

Priklad 42.
lim Vnl.
n—oo

Resend.

Lze pfimocate dokazat matematickou indukci, ze

n! > n"/2.

Pot ted
otom tedy ) .
Vn! > /n == +00.

Plat{ véta, ze pokud pro dvé posloupnosti {a,, }, {b,} plati, Zze pro véechny ¢leny
je an > by, pak také stejnd nerovnost plati i pro jejich limity. Navic, pokud b,
ma limitu 400, potom limita a, automaticky taktéz existuje a je rovna 4o00. Z
toho vyplyva, ze

lim V/n! = +oo.

13



5:31,5:44
Priiklad 43.

1 n
lim (1 — ) .
n— oo n
Budeme vychéazet z toho, ze je zndm nasledujici fakt:

1 n
lim (1 + ) =e,
n— o0 n

Nyni vSe feSime pomoci ,trikovych tprav“. Maji smysl pouze pro n > 2, ale to
vysledek limity neovliviiuje.

1\" —1\"
lim (1—) — lim (" ) -
n— oo n n— 00 n
, n N\ n—1+1\"""
lim = lim - =
n— 00 n—1 n— 00 n—1
1 \7! _ 1 \"1""!
1+ = lim 1+ ——- =
n—1 n—o00 n—1

-1

1 n—14+1
<1 + ) ] = lim
n—1 n—r00

Nynf si uvédomme, ze podle véty o aritmetice limit (pouzité na dluh) je

1 n—1 1 17~
[lim <1+) - lim <1+> ]
n—o0 n—1 n—oo n—1

Prvni limita je de fakto totozna s limitou uvedenou hned na zacatku ulohy, pouze

Resend.

kde e je Eulerovo éislo.

lim
n—oo

lim
n—oo

n—1
index je posunut o jednicku. Tyto limity jsou tedy stejné, lim,,_, (1 + ﬁ) =
e.

Druh4 limita je zfejmé rovna jedné, nebot opét pomoci véty o aritmetice limit

Je
1
lim <1+ )1+01.
n—o00 n—1

Z toho vychazi, ze
1\ 1\ 1
lm (14— - lim (1+— e 1t = -
n— 00 n—1 n—00 n—1 e

14



Tento vysledek, tedy ze

lim
n—oo

si velmi dobfe zapamatujte!

(

1
-

15



5:44,5:52
Priiklad 44.

1 n
n— o0 n
Protoze posloupnost (pozor na exponent!)

712
o
L2

je vlastné podposloupnosti posloupnosti (1 + %)n, kterda ma limitu e, je

2
1 n
lim <1 + 2) =e.
n— 00 n

Upravme tedy nyni vyraz ze zadani takto:

2
1\" n 1\"

Nyni pozor! Neni mozné psat, ze

Resend.

. 1\"
lim (1 + 2) = lim {e=1,
n—o00 n n—o00

protoze to by byla hruba chyba — tzv. Casteéné limiténi — a to
presto, ze vysledek je, jak uvidime, spravny.

Je potieba postupovat opatrnéji a pouzit vétu o dvou policajtech.

2
1 n
(10 1) 21
n

nebot umociiujeme &fslo, které je vétsi nebo rovno jedné.

Je ziejmé, ze

2
Pro opa¢ny odhad pouzijeme uz zminéného faktu, ze lim,, o (1 + #)n =ec.To
totiz podle definice limity znamend, ze pro libovolné ¢ od jistého ¢lenu pocinaje

2
musi platit, ze (1 + %)n <= e+¢. Volme tedy napiiklad € = 1, pak od jistého
2

¢lenu poc¢inaje musi platit, ze (1 + #)n <e+1.
Od jistého ¢lenu pocinaje tedy mame nerovnosti

1\"

1< <1+2) <e+1,

n

a tedy také

2
n 1 "
IS (1+2> Snve+1.
n

16



Limita levé i pravé strany je v8ak rovna jedné, nebot lim {/a = 1 pro libovolné
realné ¢islo a > 0. Podle véty o dvou policajtech je tedy také

2
1\" n 1\"
n— oo n n—o0 n

17



5:53,6:00
Piiklad 45.

Resend.

Z piikladu ¢. 43 vime (pozor na exponent!), ze

1\" 1
lim <1 - ) -1
n—o00 n &

Ptepisme tedy limitu ze zadani do tvaru

1 n? 1\""
lim <1_) ~ lim [(1_H .
n—00 n n—o0 n

Nyni pozor! Stejné jako v predchozim piikladu neni mozné psat, ze

1 naqn
lim [(1—) } = lim [1/e]" =0,
n—o00 n n—oo
protoze to by byla hruba chyba — tzv. Casteéné limiténi — a to

presto, ze vysledek je, jak uvidime, opét spravny.

Znovu je zapotiebi pouzit vétu o dvou policajtech. Ziejmé

1 n
(1 - ) >0,
n
Pro opacny odhad pouzijeme uz zminény vysledek, ze lim (1 - %)n =1/e. Z
definice limity vime, ze pro libovolné ¢ musi platit od jistého ¢lenu pocinaje, ze

(1 — %)n < 1/e+e. Volme nyni € tak, aby 1/e+e < 1, tedy naptiklad e = 1_—21/6
Potom plati od jistého ¢lenu pocinaje:

1 n
0< (1—) <1lle+e,
n

0< [(1—i)nrg<1/e+g)".

Protoze je vsak lim(1/e 4+ &)™ = 0, nebot jde o geometrickou posloupnost s
kvocientem 1/e + ¢ < 1, véta o dvou policajtech déva, ze

lim [(1_1> ] —o.
n—00 n

a tedy také

18



6:01,6:09
Piiklad 65a. Urcete liminf z,, a limsup z,,, pokud

2n( "
Resend.
Ziejmé

Ty = —— +1 " iiA< +xf—>2+1—3

Pouzili jsme pfitom fakt, ze lim Q/& =1 pro a > 0, zde konkrétné pro a = 2.
Z toho vyplyva, ze mame hypotézu, ze lim sup z,, = 3. K potvrzeni potfebujeme
najit podposloupnost x,, konvergujici k ¢islu 3. K tomu vsak sta¢i volit n = 2k,
nebot

2(2k)(-1)%k / k—o00
T2k 2% + 1 + V2= —I— V2522041 =3,

kde jsme opét pouzili fakt, ze lim {/a = 1 pro a > 0 (nynf pro a = v/2).

Zcela analogicky

n

2 n o0
MED | gy T2 g, 1o,
n+1 n+1

Z toho plyne hypotéza, ze liminf x,, = —1. K potvrzeni potiebujeme najit pod-
posloupnost x,, konvergujici k ¢islu —1. K tomu vsak staci volit n = 2k + 1,
nebot

1)2k+1
202k + DD s 4k+2+ RRVAV, Ramio N WIS R |
2%k+1+1 +2

L2k+1 =
kde jsme tentokrat vyuzili faktu, ze **'v/2 je podposloupnosti {/2, a tudiz musi

mit stejnou limitu rovnou jedné.

Zaver: limsup z,, = 3, liminf z,, = —1.
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6:09,6:20

Piiklad 65b. Urcete liminf z,, a limsup x,,, pokud
2

Ty = cos 2nm3.

1+ n?
Resent.
Vyraz cos(2n7/3) nabyvé periodicky ti{ hodnot.

cos0 =1, cos(2m/3) = —1/2, cos(4mw/3) = —1/2.

Je tedy , ,
1 n n

. < <
2 142 =" =150

mame hypotézu, ze

2 1 2 1
%:17 liminf x,, = lim —= n =

limsupxnzlimlJrn 5 Tem - 2

K potvrzeni potfebujeme najit podposloupnosti konvergujici k témto dvéma
hodnotam.

Staci volit:

e pro potvrzen{ hypotézy o limsup n = 3k, nebot cos(2(3k)m/3) = cos(2kw) = 1,

a tedy

_ (3k)2 k—o0
1+ (3k)?

e pro potvrzeni hypotézy o liminf n = 3k + 1, nebot cos(2(3k + 1)7/3) =

cos(2km + 27/3) = —1/2, a tedy

T3k 1.

1 Bk+1)?  hhe 1

2 1+ (3Bk+1)2 2

T3k4+1 =

20



6:21,6:50 !!

Piiklad 65c. Urcete lim inf x,, a lim sup x,,, pokud
Zp = (14+1/n)"(=1)" + sin(nn/4).

Resent.

Nejprve pfipomenime, ze

lim(1+4+1/n)" =e,

Clen sin(nm/4) nabyvé periodicky osmi riznych hodnot, z nichz nejvétsi je 1
pro n = 8k + 2, nebot

sin((8k + 2)7/4) = sin(2kw + 7/2) = sin(7/2) = 1,
a nejmens{ je —1 pro n = 8k + 6, nebot
sin((8k + 6)7/4) = sin(2kw + 37/2) = sin(37/2) = —1.

Z toho vyplyva s pomoci vyse uvedené limity, ze

n—oo

T < (1+1/)" ()" +1< (1+1/n)"+1 222 e+ 1.

Tudiz mame hypotézu, ze limsup z,, = e + 1.

Pro jeji potvrzeni staéi volit zminénych n = 8k + 2, nebot

Tgpro = (1+1/(8k +2)) 8k +2) - (—1)3*2 L sin((8k + 2)7/4) =

k—o0

=(1+1/8k+2)8k+2)+1 "5 41,

nebot posloupnost {(1 + 1/(8%k + 2))(8k + 2)}22, je podposloupnosti {(1 +
1/n)™}82 . o niz vime, Ze m4 limitu e.

Druhou hypotézu se nam vsak potvrdit nepodati.

Problém je v tom, Ze n = 8k + 6 je sudy exponent, a tudiz vyraz (—1)" nebude
roven —1, jak bychom potfebovali. Dostali bychom, ze

Tghre = (1 4+ 1/(8k 4+ 6)) 8k + 6) - (—1)%5F6 L sin((8k 4 6)7/4) =

= (1+1/(8k+6))8k+6)—122%c—1>0>—e— 1.

A protoze pro jind n nez n = 8k+6 neni sinusovy ¢len roven minus jedné, musime
konstatovat, ze —e — 1 neni hromadnym bodem posloupnosti x,, a musime najit
jiného kandidata pro liminf z,,.
V takovém piipadé byva nejjednodussi pouzit nasledujictho postupu, a to sice
rozdélit posloupnost {x,, } na osm podposloupnosti a dopoéist analogicky vypoctum
vyse:

T8k — €,

T8k4+1 —> —€+ \[2/2,
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Tggt2 — e+ 1,
Tskts — —€+V2/2,
T8k+4a — €,
Tgpys — —e —V/2/2,
Tggt+6 — € — 1,
Tgptr —> —€ — \[2/2
Z téchto hodnot je nejmensi —e—+/2/2, je to tedy nas kandidat na limes inferior.

To, ze posloupnost {z,, } nema mensi hromadnou hodnotu, lze nahlédnout napiiklad
takto.

Pro spor piedpokladejme, ze {x,} ma hromadnou hodnotu h < —e — v/2/2.
Volme ¢ rovno poloviné vzdalenosti bodu h a —e — \/5/ 2.

Pro kazdou podposloupnost {zsi}, {xsk+1}, {Zsk+2}s - -, {Zsk+7} je od jistého
¢lenu Ny, Ny, Na, ..., N7 rozdil mezi limitni hodnotu a hodnotou ¢lent po-
sloupnosti mensi nez €.

To ale znamend, ze od ¢lenu N = max{Ny, N1, ..., N7} pocinaje jsou viechny
¢leny posloupnosti vzdaleny od piislusnych osmi limitnich hodnot nejvyse o e,
protoze kazdy patii do nékteré z osmi podposloupnosti {zsy }, {xsk+1}, {sk+2},

cvvs

hodnot, je x, > —e — /2/2 — ¢ pro viechna n > N. To ale znamend, 7e zadny
¢len posloupnosti {z,} pro n > N nelezi v okoli (h—e, h+¢), a tudiz h nemuze
byt hromadnou hodnotou posloupnosti {, }.

Tudiz liminfx, = —e — v/2/2, protoze {r,} nemize mit mensi hromadnou
hodnotu.
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10:16,10:29

Piiklad 1)
lim (=1)™ +sin(nmw/4) — cos(nm/3)

n— 00 ,"/nS -1

Resend.

Limita neexistuje. Ukazeme to tak, ze najdeme dvé vybrané podposloupnosti s
ruznymi limitami.

Predné si uvédomme, ze v/n3 > 1 pro kazdé n > 2 a V/n3 — 1 pron — 00.3 Z
toho plyne, ze

1
lim — =
n—o0o \/n3 — 1

Oznatme tedy vyraz v limité ze zadani

+00.

(=)™ +sin(nmw/4) — cos(nm/3)
Vnd -1 '

Ty =

Volme nejprve n = 12k. Potom
~ (=1)'?* 4 sin(12k7/4) — cos(12k7/3)
e = /12K — 1
1 +sin(3km) —cos(4kmr)  1+0-1

W1 AL

Piitom vyuzivame faktu, ze sinus od celého ndsobku 7 je roven nule a kosinus
od celého ndsobku 27, a tedy také 47 je roven jedné. A proto

lim 12k = 0.
k— o0
Nyni naopak volme n = 12k + 4. Potom
(—1)126+4 4 gin((12k + 4)7/4) — cos((12k + 4)7/3)

T12k4d = w12k + )% — 1 =
1+ sin((3k + 1)m) — cos(4km + 47/3)
ey [(12h 1P — 1
1+0— cos(47/3)
12k 1 4)° — 1
1+0+3

/(12 + 4)3 — 1

3 1
2 e /12k 1 4)5 — 1

3) Vyuziva se piitom zdkladn{ limity lim {/n = 1 a véty o aritmetice limit.
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Piitom jsme opét vyuzili faktu, Ze sinus od celého ndsobku 7 je roven nule, a
pak také, ze kosinus je 27, a tedy samoziejmé také 4w periodicky, a cos(4w/3) =
—1/2. A proto

3 1
lim x = lim —-
koo T S0 2 k12K 1 4)8 — 1
Tim jsme nasli dvé riuzné podposloupnosti s ruznymi limitami a tudiz limita
puvodni posloupnosti neexistuje.

3
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10:29,10:58 !!
Piiklad 2)
3" — [3 (n—l—l)!}
lim
o0 33 — [3 (n)'}

Hranaté zavorky znac¢i funkci dolni celd ¢ést.

Resend.

Pro feSeni tohoto piikladu je zapotiebi znat limity tzv. rustové skdly. Zde
pouzijeme dvé:

lim — =0, a€R,

lim - =0, beR.

n—oo n!

Jinak fe¢eno, n! roste rychleji nez libovoln4 exponenciela i mocnina.*

Intuitivné odhadneme, ze faktoridly budou rust rychleji nez mocnina a odmoc-
nina, a to i ptes dolni celou ¢ast, protoze ta ,neméni fad rychlosti rustu®. Cely
zlomek se tedy nejspise bude chovat jako podil

-/ (n+1)! n+1)! )
\/\F B <n!):\3/ﬁn_>oo +00.

Tuto svou hypotézu vSak nyni musime forméalné dokazat.

Pro své pohodli nejprve vytknéme minus z itatele i jmenovatele, a mame pied
nejrychleji rostoucimi ¢leny kladnd znaménka.

i TV
T 3nd — [3 (n)']

. {3 (n—i—l)!} -3

oo [" (n)‘} —3n3

Nahlédnéme nyni, ze

lim —= > lim
n— 00 3n n— 00 3n
1
lim ﬂ _ 1 Tim. (A1
— 00 3n (3n) 3n

4/ ( 1)!
lim (n + zlim n+ ———+oo+0—+oo
n—oo 33 n— 00 n

) Toto lze dokdzat naptiklad pomoci podilového kritéria pro konvergenci rad.
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kde jsme vyuzili identity o prehazovani exponentii (a®)¢ = a’® = (a®)? platné
pro libovolna tii kladna redlnd ¢isla, vétu o aritmetice limit, limitu rustové
gkaly, podle niz lim (Z';P! =limn - lim % = 400 - 400 = 400 a fakt, ze pokud
lim a,, = +00, pak také lim(a, )? = +oo pro kazdé kladné raciondln{ ¢.% Tudiz

[3 (n—|—1)!]

L

lim [ 3 T;']

n—oo 3N

Zcela analogicky je

= <|»oo7

jediné, co bude podstatné jinak v postupu vySe, bude pouziti jiné limity rustové
skaly.
Z toho samoziejmé vyplyvé, pokud prehodime citatele a jmenovatele, ze

3" ) 3n3

i [Vovn] 0 T[]

=0.
Nyni tedy muzeme z puvodni limity vytknout

. {3 (n+1)!} -3
nree [3 (n)'} —3n3

[3 (n+1)!] 1—3n/[3 (n+1)!]

lim . =

e ] 1=/ [

coz je podle véty o aritmetice limit (pouzité na dluh) rovno

. { (n+1)!] . 1f3"/[3 (n+1)!] )

e (]| I ST @]l

lim {3 (n+1)!} 1_0:

n—o00 {3 (n)q . 1-0

5) plati i pro kladnd ¢ realna
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Nyni se opét zbavime funkce celd ¢ast. Protoze ¢ekdme, ze celkovy vysledek
bude plus nekone¢no, pouzijeme odhady, které zlomek zmensi, tedy citatel o
jedni¢ku zmensime a jmenovatel o jednicku zvysime:

. [+ 1] .
SR

lim V(n+1) -1
n—oo W+1 ’

Nyni jesté jednou provedeme ptredchozi krok, tedy vytkneme ¢leny s faktoridly.

lim vVin+1)-1
n— 00 W+1 -

lim (n+ 1) 1- 1/3/(n+1)! _

n—oo  $/(n)! 1+1/¥/(n)!
Je samoziejmé lim ¢/(n + 1)! > lim ¥/n! = +00, nebot lim n! = +oc a plati fakt,
ze pokud lima,, = 400, pak také lim(a,)? = 400 pro kazdé kladné raciondlni
q. Z toho okamzité vyplyvd, ze lim1/3/(n + 1)! = lim 1/v/n! = 0.

Proto tedy levy zlomek upravime pfesné podle zacatku tilohy a pak pouzijeme
opakované vétu o aritmetice limit.

po VOAD 1=y D
noo 3/(n)! 1+1/¢/(n)

e 1=/t D)
A T O

Protoze vysledek ma smysl, bylo vSechno pouziti vét o aritmetice limit ko-
rektni. Diky tomu, ze vysledek je 400, bylo korektni i nékolikeré pouziti véty
o porovnani limit, konkrétné ze pokud a, > b, od néjakého ¢lenu pocinaje a
lim b,, = 400, potom lim a,, existuje a je lima,, = +oc0.
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10:59/11:02, 11:22/11:36
Piiklad 3)

lim {/[n4 cosn] — n23n + 4n

n—oo
Hranaté zavorky znaci funkci dolni celd ¢ast.
Resent.
Pro teSeni tohoto piikladu je zapotfebi zndt limity tzv. rustové skély. Zde
pouzijeme:

lim — =0, a€eR, B >1.

Podle této skaly je nejrychleji rostoucim ¢lenem pod n-tou odmocninou ¢len 4™.
Vytkneme jej tedy.

lim {/[n*cosn] — n23n +4n =

n— o0

4- lim {/[n4cosn] /4" —n2(3/4)" + 1.

n—oo
Nyni ukdzeme, Ze limity nekonstantnich ¢lent pod odmocninou jsou nulové.
Pi{mo podle limity rustové skaly pro a = 2, § = (4/3) médme, ze

Tl2

. 2 n __ . —
i S (3/4)" = lim s =0
Pro druhy zlomek pouzijeme vétu o dvou policajtech. Protoze dolni celou ¢ast lze
odhadnout pomoci vztahtt  — 1 < [z] < x a funkei kosinus pomoci —1cosz < 1
pro kazdé z € R, mame
[n4 cos n] < n*cosn - n* oo

e 0

diky limité rustové skaly pouzité na o = 4, 8 = 4. A na druhou stranu méame

[n*cosn] _ n*cosn—1 _ —nt—1 n 1 oo
> > R — —0) — —
i P S -t 0-0=0

opét diky rustové skéle a faktu, ze (1/4)™ je geometrickd posloupnost s kvoci-
entem mensim nez jedna. Podle véty o dvou policajtech tedy

. [n4 cos n}
lim — =
n—o00 4n

Jestlize jsou nyni limity obou nekonstantnich ¢lent pod n-tou odmocninou nu-
lové, lisi se od néjakého N-tého ¢lenu posloupnosti pocinaje oba zlomky od nuly
nejvyse o € = 1/4 (z definice limity posloupnosti). Z toho mimo jiné vyplyva, ze
vyraz pod n-tou odmocninou po vytknuti je nejpozdéji od tohoto N-tého ¢lenu
definovan pro vsechny dalsi ¢leny posloupnosti.
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Od tohoto N-tého ¢lenu poc¢inaje tedy mame odhad

n—oo

Vntcosn] /4n —n2(3/4)" +1 < {/1/4+1/4+1= /1,5 22251,

nebot zndme zdkladn{ limitu lim {/a = 1 pro viechna a > 0. A z druhé strany

Vndcosn] J4n —n2(3/4)n +1> ¥/—1/4—1/4+1= /0,5 =251

z téhoz duvodu. Znovu podle véty o dvou policajtech tedy mame

lim {/[n4 cosn] — n23n 4 4n =

n—oo

4- lim ¥/[n*cosn] /4" —n2(3/4)"+1=4-1=4.

n— oo
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11:36,11:45
Piiklad 4)

iy 2F VPRt —VnZ4n
1m
n—o0o \/>—\4/ﬁ

Resend.

Plati, ze

€/n3+n2—\/n2+n:
Y T =

(n®+n?)2—(n24n)? :
g/(n3+n2)10+ g/(ns_,_n‘z)s Q/(n2+n)3+ g/(n3+n2)6 \5/(n2+n)6+ g/(n3+n2)4 Q/(n2+n)9+ g/(n3+n2)2 g/(n2+n)12+ g/(n2+n)15
(n%42n°+n*)—(n543n°+3n*4n?) :
g/(n3+n2)10+ g/(n3+n2)8 \6/(n2+n)3+ g/(n3+n2)6 \3/(n2+n)6+ g/(n3+n2)4 \6/(n2+n)9+ Q/(n3+n2)2 Q/(n2+n)12+ g/(anrn)ls
—n®—2n*—n?)

g/(n3+n2)10+ g/(na_’_nQ)s g/(n2+n)3+ %/(n3+n2)6 g/(n2+n)6+ Q/(n,3+n2)4 Q/(n2+n)9+ %/(n3+n2)2 g/(n2+n)12+ Q/(n2+n)15

a diky tomu, zZe ze jmenovatele lze z kazdého ¢lenu vyktnout také ¢len Fadu n®,
je

—n®—2n*—n?)

limg, o0 {S/(n3+n2)10+ ?/(n3+n2)8 (\s/(n2+n)3+ ?/(n3+n2)6 Q/(n2+n)5+ g/(n3+n2)4 g/(n2+n)9+ {i/(n3+n2)2 ?/(n2+n)12+§'ﬂ

Tedy

lim (f/n3 +n2 —/n2 —|—n) = —1.
n—oo 6
Diky tomu muzeme usoudit, Ze ¢itatel se chova pfiblizné jako rozdil ¢isel 5—1/6,
tedy jako ¢len nultého fadu. A protoZze ve jmenovateli je ¢len nejvyssiho fadu
n'/2, tedy tédu vyssiho, bude vysledek limity nulovy a pujde to nahlédnout
vytknutim n'/2 = \/n ze jmenovatele a pomoci véty o aritmetice limit

b+ VnP+n?—Vn2+n
lim =

n—o0 f_%

I 1 y 54+ Vn3+n2—vn2Z+n
1m —= - l1m =
n—)oo\/ﬁ n—o00 1—1/%

0 lim,, o0 5 + limy, oo (V03 +n2 — /02 +n) —0 5—-1/6 —0
lim,, oo 1 — lim, o0 1//n N 1-0
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11:45,11:57
Piiklad 5)

Regent.
Nejprve si uvédomme, ze:
e Vytknutim /n ze jmenovatele i ¢itatele prvnfho zlomku vyplyvé, ze
2y/n — § 2—-1/% 2-0
limi\/ﬁ \/ﬁ:hm /\/ﬁ: =
noe /n+1  nooo /T4 1/n VI+0

podle véty o aritmetice limit a faktu, ze lze provést limiténi pod odmocninou,
pokud je vysledek nenulové realné cislo.

e Nyni si uvédomme, ze

i 2n lim (2n) - i 1 N 1
11m ——7—— = 11In n)- nim ———— = o0 — = —0OQ.
n—oo 1 — /2n n—oo n—oo 1 — /2n 0—

To plyne z véty o aritmetice limit, faktu, ze ¥/2n > 1 pro v8echna n > 2 a
faktu, ze lim ¥/2n = lim {/n - lim /2 =1-1 =1 podle zékladnich limit pro

n-tou odmocninu.

Cely vyraz v puvodni limité se tedy chova v uvozovkach jako
(2 — cosnm/4) - (—o0).

A protoze prvni élen zfejmé nemiize ménit znaménko, nebot kosinus je ohrani¢en
intervalem [—1, 1], bude vysledkem také minus nekone¢no. Formélné to lze nej-
jednodusseji dokézat za pomoci tvrzeni, ze pokud a, < b, od néjakého ¢lenu
poc¢inaje a limb,, = —oo, pak také lim a,, existuje a je lima,, = —o0.

Toto tvrzeni pouzijeme takto:

lim (2 %‘?ﬁ

2n

—cosmr/4) —<
1—2n —

n—oQ

lim (2‘f—\%—1> n_
n— 00 vn+1 1— Y2n

a nyni podle véty o aritmetice limit

2/n— ¢ 2
<1im WnoVn g 1)- lim ——— = (2—1) - (—00) = —00.
n—oo \/m 4+ 1 n— o0 n—oo 1 — /2n
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11:58, 12:06
Piiklad 6)

y Vnd +1— v/nt —n3 + ¥n?
im
n—00 n_\/ﬁ

Resent.
Clenové v éitateli se postupné chovaji jako n%/6, n*/® a 1, jmenovatel se chové
jako n'/2. Vytknéme tedy nejvyssi mocninu v Citateli i jmenovateli. Dostaneme:

lim VnP+1—Vnt—nd3+ Vn?

n—00 n — \/ﬁ
i n®/6 YT+ 1/n5 — {/nt/n25/6 —n3/n25/6 4 (I/n2)/(n?/0)
11m . .
n—o0 n1/2 1— 1/\/ﬁ
Protoze 5/6 > 1/2, jde prvni zlomek do +oco. Naopak, protoze 3 < 4 < 25/6,

jdou zlomky pod pédtou odmocninou k nule. Kone¢né lim ¥n? = lim ¢/n -
lim ¢/n =1-1=1, a proto

n/ 9

" 1
=lim vVn? . lim——=1-0=0.

lim 1576 1576

Podle opakované pouzitych vét o aritmetice limit a limiténi pod odmocninou
tak mame

i n?/6 \6/1 +1/n5 — §/n4/n25/6 —n3/n2/6 1 (/n2)/(n®/6)
im : —

n—oo nl/2 /1,1/\/5

{’/ﬁ—{’/ﬁﬂ)_ﬂo 1-0+0
VI=0 - 1 N

+00

:+OO
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12:06
Piiklad 7)

Resend.

V piikladu 43 jsme ukazali, ze

1\" 1
lim (1 - ) _L
n—o00 n &

n

n

Lze naopak ukazat, ze

lim
n—oo

=e.
n!

To plyne bud ze Stirlingova vzorce nebo také pomoci véty o dvou policajtech
pomoci dvou odhadu, které lze dokdzat matematickou indukef:

n\"m n\"
6(7) §n!§en(f) .
e e

Potom totiz n-tym odmocnénim mame nerovnosti
1 n n n n n
Ve < Unl < {/ed/n—
e e

a naslednym délenim n

n!
< Ved/n—.

n

1 v 1
%, < £ —
e e
A protoze lim {/e =1 a lim ¥/n = 1, je limita obou stran rovna 1/e, tedy podle
véty o dvou policajtech je

n

)
lim 2 = 1/e,
n

musi tedy byt také
n

lim =e.
n—oo 1/nl
Tudiz
1\" n
lim (1—) . =1/e-e=1.
n— 00 n vn!

Diukaz obou odhadu pomoci matematickou indukei nésleduje nize.

n n
e <7) <nl.
e

Pro n = 2 nerovnost plati. Pfedpokladejme, ze plati pro n a dokazujme je pro
n + 1. Pak dostaneme

(n+D!'=Mm+1n! > (n+1e (ﬁ)n Le (n—|— 1)"+1-

€ €

Dokazujme nejprve
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Otézka zni, zda plati posledni nerovnost s otaznikem. Ta je vSak po jednoduchém
kraceni a vydileni ekvivalentni nerovnosti

() ()

O této nerovnosti se vi, Ze je pravdivé, neb posloupnost napravo je ostie rostouci
a roste (konverguje) k éislu e.%

Druhé nerovnost se odvodi podobné, neb plati

m+1)l=Mm+1)n! < (n+1)en (g)n ; e(n+1) (n—|— 1)"*1.

Po jednoduchém kraceni si vSimneme, Ze posledni nerovnost je ekvivalentni ne-

rovnosti
n+1 n+1 1 n+1
() ()
n n

pricemz tato nerovnost je pravdiva, protoze posloupnost napravo je klesajici a
m4 limitu e.”

Pro vSechny piipady vSak pfipojme pfece jen zkracené dikazy monotonie obou po-
sloupnosti.

Ukézat, ze posloupnost x,, je ostie rostouci, vlastn§ znamena ukézat nerovnost z,+1 >

T, COZ pro nezaporné posloupnosti je ekvivalentni nerovnosti x;é > 1. Odhadujeme
n

pro n, = (1 +1/n)™

Tny1 (N +2 nH. n "7 (n+2)n ". n+2\ 1 1 ”.n+2>
Tn  \n+1 n+1) — \(n+1)2 n+1) " (n+1)2 n+1—

pouzitim Bernoulliovy nerovnosti (14 y)* > 1+ ky

> (11— n .n+2_n3+3n2+3n+2_(n—|—1)3+1
- m+1)2) n+1 (n+1)3 T (n+1)3

> 1.

Ukézat, ze posloupnost (yn) je klesajici, 1ze analogicky. Dokazujeme nerovnost y, <
Yn—1, €0z je ekvivalentni nerovnosti y’;—’l > 1. Uvazme tedy pro y, = (1+1/(n+1))™:

y;: N <nil>n (nil)nﬂz ((n—lglzn—?—l))n'nj-l -

2 n n
_ n°—14+1 on 1+ 1 n >
n?—1 n+1 n2—1 n+1

podle Bernoulliovy nerovnosti

> (14" on n*+n+n  n*+n’4+n
- n2—1) n+l @M2—-1D(n+1) nd3+n2-—n—-1_
3.,,2 . _
_ntn—n 1+2n:1+ 2n o1
nd4+n?2-—n-—1 n34+n?2-—n-—1

6) Diikaz téchto tvrzeni je obvykle soucésti definice &isla e. Monotonii lze dokazat pomoci
Bernoulliovy nerovnosti.
7) Taktéz.
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