
Př́ıklad 25.

lim
n→∞

2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2
.

Řešeńı.

Z čitatele i jmenovatele vytkneme nejrychleji rostoućı člen.

lim
n→∞

2n2 + 2n+ n sin 2n

n cos 3n+ (2n+ sin 4n)2
=

lim
n→∞

2n2

(2n)2
·

1 + 1
n + sin 2n

n
cos 3n
(2n)2 + (1 + sin 4n

2n )2
=

lim
n→∞

1

2
·

1 + 1
n + sin 2n

n
cos 3n
4n2 + (1 + sin 4n

2n )2
.

Až potud jsme prováděli pouze algebraické úpravy.

Nyńı si uvědomme, že:

• lim
n→∞

1
n = 0,

• lim
n→∞

sin(2n)
n = lim

n→∞
(sin 2n) · 1n = 0, protože (sin 2n) je omezená posloupnost a

1
n → 0 pro n→∞,

• lim
n→∞

cos(3n)
4n2 = lim

n→∞
(sin 3n) · 1

4n2 = 0 z téhož d̊uvodu, protože (cos 3n) je

omezená posloupnost a 1
4n2 → 0 pro n→∞,

• lim
n→∞

sin(4n)
2n = lim

n→∞
(sin 4n) · 1

2n = 0 opět z téhož d̊uvodu, protože (sin 4n) je

omezená posloupnost a 1
2n → 0 pro n→∞. Z toho pak podle věty o aritmetice

limit vyplývá, že

lim
n→∞

(
1 +

sin 4n

2n

)2

= (1 + 0)2 = 1.

Pokud tedy opakovaně použijeme větu o aritmetice limit, dostáváme

lim
n→∞

1

2
·

1 + 1
n + sin 2n

n
cos 3n
4n2 + (1 + sin 4n

2n )2
=

1

2
· 1 + 0 + 0

0 + (1 + 0)2
=

1

2
.

1



2:50, 2:57

Př́ıklad 26.

lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

[kx], [kx] označuje dolńı celou část.

Řešeńı.

Protože kx− 1 ≤ [kx] ≤ kx, máme

n∑
k=1

[kx] ≤
n∑
k=1

kx = x
n(n+ 1)

2
= x

n2 + n)

2

a
n∑
k=1

[kx] ≥
n∑
k=1

(kx− 1) = x
n(n+ 1)

2
− n = x

n2 + n)

2
− n

Tud́ıž máme po rozš́ı̌reńı 1
n2

1

n2

n∑
k=1

[kx] ≤ xn
2 + n

2n2
n→∞−−−−→ 1

2
x

a naopak také

1

n2

n∑
k=1

[kx] ≥ xn
2 + n

2n2
− 1

n

n→∞−−−−→ 1

2
x− 0 =

1

2
x.

Podle věty o dvou policajtech tedy

lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

[kx] =
1

2
x.

2



2:58, 3:08

Př́ıklad 27.
lim
n→∞

(
3
√
n+ 1− 3

√
n
)
.

Řešeńı.

Rozš́ı̌reńım s pomoćı vzorce A3 −B3 = (A−B)(A2 +AB +B2) dostaneme

lim
n→∞

(
3
√
n+ 1− 3

√
n
)

=

lim
n→∞

n+ 1− n
3
√

(n+ 1)2 + 3
√
n+ 1 3

√
n

3
√
n2

=

lim
n→∞

1
3
√

(n+ 1)2 + 3
√
n+ 1 3

√
n

3
√
n2
.

Nyńı vytkneme nejrychleji rostoućı člen ze jmenovatele.

lim
n→∞

1
3
√

(n+ 1)2 + 3
√
n+ 1 3

√
n

3
√
n2

=

lim
n→∞

1
3
√
n2
· 1

3
√

(1 + 1/n)2 + 3
√

1 + 1/n+ 1
.

Protože

• lim
n→∞

1
3√
n2

= lim
n→∞

1
n2/3 = 0;

• lim
n→∞

3
√

(1 + 1/n)2 = 3

√
lim
n→∞

(1 + 1/n)2 = 3
√

(1 + 0)2 = 3
√

1 = 1 podle tvrzeńı,

d́ıky kterému lze zaměnit pořad́ı k-té odmocniny a limity za předpokladu, že
limita uvnitř je vlastńı, nenulová a výsledný výraz dává smysl;1

• lim
n→∞

3
√

(1 + 1/n) = 1 d́ıky stejnému argumentu jako výše,

dostáváme d́ıky opakovanému použit́ı věty o aritmetice limit, že

lim
n→∞

1
3
√
n2
· 1

3
√

(1 + 1/n)2 + 3
√

1 + 1/n+ 1
=

0 · 1

1 + 1 + 1
= 0.

1) Toto tvrzeńı se obyčejně dokazuje zvlášt’, v obecnosti je d̊usledkem spojitosti odmocniny
v celém svém definičńım oboru. Tvrzeńı plat́ı také, pokud limita je nulová, v př́ıpadě sudé
odmocniny je však zapotřeb́ı pohĺıdat, že až na konečně mnoho výjimek jsou všechny členy
posloupnosti uvnitř nezáporné.

3



3:10, 3:25

Př́ıklad 28.

lim
n→∞

4
√
n5 + 2− 3

√
n2 + 1

5
√
n4 + 2−

√
n3 + 1

.

Řešeńı.

Pokud porovnáme řády jednotlivých člen̊u v čitateli a jmenovateli, zjist́ıme:

• člen 4
√
n5 + 2 je řádu n5/4,

• člen 3
√
n2 + 1 je řádu n2/3,

• člen 5
√
n4 + 2 je řádu n4/5,

• člen
√
n3 + 1 je řádu n3/2.

Protože 3/2 je nejvyšš́ı řád ve jmenovateli a 5/4 nejvyšš́ı řád v čitateli a 3/2 >
5/4, bude výsledkem nula. Formálně to lze dokázat např́ıklad takto: vytkneme
ze jmenovatele n3/2 a z čitatele n5/4. Pak

lim
n→∞

4
√
n5 + 2− 3

√
n2 + 1

5
√
n4 + 2−

√
n3 + 1

=

lim
n→∞

n5/4

n3/2
·

4
√

1 + 2/n5 − 3

√
n2

n15/4 + 1
n15/4

5

√
n4

n15/2 + 2
n15/2 −

√
1 + 1/n3

=

lim
n→∞

1

n3/2−5/4
·

4
√

1 + 2/n5 − 3

√
1

n15/4−2 + 1
n15/4

5

√
1

n15/2−4 + 2
n15/2 −

√
1 + 1/n3

=

a nyńı, protože ve všech exponentech u n jsou kladná č́ısla a 1
nα → 0 pro n→∞,

pokud α je libovolné kladné č́ıslo, máme

= 0 ·
4
√

1 + 0− 3
√

0 + 0
5
√

0 + 0−
√

1 + 0
= 0 · 1 + 0

0− 1
= 0.

Při tom jsme použili:

• větu o aritmetice limit,

• fakt, že lze provést limitěńı pod odmocninou (viz též předchoźı př́ıklad) za
předpokladu, že výsledek je reálné č́ıslo, které je

— nenulové nebo

— nulové, přičemž všechny členy posloupnosti pod (sudou) odmocninou jsou
nezáporné, což je zde splněno.

4



3:26, 3:41, použ́ıvám copy paste!

Př́ıklad 29.
lim
n→∞

n
(√

n2 + 2− 3
√
n3 + 1

)
.

Řešeńı.

Odmocniny převedeme na stejný základ (nejmenš́ı společný násobek je zde 2·3 =
6) √

n2 + 2− 3
√
n3 + 1 =

6
√

(n2 + 2)3 − 6
√

(n3 + 1)2

a použijeme rozš́ı̌reńı s pomoćı vztahu

A6 −B6 = (A−B)(A5 +A4B +A3B2 +A2B3 +AB4 +B5).

Pokud přidáme ještě doposud opomı́jené n před závorkou, źıskáme, že

n
(

6
√

(n2 + 2)3 − 6
√

(n3 + 1)2
)

=

n((n2+2)3−(n3+1)2)
6
√

(n2+2)15+ 6
√

(n2+2)12 6
√

(n3+1)2+ 6
√

(n2+2)9 6
√

(n3+1)4+ 6
√

(n2+2)6 6
√

(n3+1)6+ 6
√

(n2+2)3 6
√

(n3+1)8+ 6
√

(n3+1)10
=

n(n6+6n4+12n2+8−n6−2n3−1)
6
√

(n2+2)15+ 6
√

(n2+2)12 6
√

(n3+1)2+ 6
√

(n2+2)9 6
√

(n3+1)4+ 6
√

(n2+2)6 6
√

(n3+1)6+ 6
√

(n2+2)3 6
√

(n3+1)8+ 6
√

(n3+1)10
=

n(6n4−2n3+12n2+7)
6
√

(n2+2)15+ 6
√

(n2+2)12 6
√

(n3+1)2+ 6
√

(n2+2)9 6
√

(n3+1)4+ 6
√

(n2+2)6 6
√

(n3+1)6+ 6
√

(n2+2)3 6
√

(n3+1)8+ 6
√

(n3+1)10
=

6n5−2n4+12n3+7n)
6
√

(n2+2)15+ 6
√

(n2+2)12 6
√

(n3+1)2+ 6
√

(n2+2)9 6
√

(n3+1)4+ 6
√

(n2+2)6 6
√

(n3+1)6+ 6
√

(n2+2)3 6
√

(n3+1)8+ 6
√

(n3+1)10
.

Nyńı si všimněme, že všech šest člen̊u ve jmenovateli je stejného řádu

6
√

(n2)15 =
6
√
n30 = n5,

což je stejný řád jako v čitateli. Lze tedy z čitatele i jmenovatele vytknout n5 a
dostaneme

6n5−2n4+12n3+7n
6
√

(n2+2)15+ 6
√

(n2+2)12 6
√

(n3+1)2+ 6
√

(n2+2)9 6
√

(n3+1)4+ 6
√

(n2+2)6 6
√

(n3+1)6+ 6
√

(n2+2)3 6
√

(n3+1)8+ 6
√

(n3+1)10
=

n5

n5 · 6−2/n+12/n2+7/n4

6
√

(1+2/n2)15+ 6
√

(1+2/n2)12 6
√

(1+1/n3)2+ 6
√

(1+2/n2)9 6
√

(1+1/n3)4+ 6
√

(1+2/n2)6 6
√

(1+1/n3)6+ 6
√

(1+2/n2)3 6
√

(1+1/n3)8+ 6
√

(1+1/n3)10
.

A nyńı d́ıky opakovanému použ́ıváńı věty o aritmetice limit a faktu, že lze
provést limitěńı pod odmocninou, jestliže výsledkem je nenulové reálné č́ıslo,
dostaneme

lim
n→∞

n
(√

n2 + 2− 3
√
n3 + 1

)
=

lim
n→∞

6−2/n+12/n2+7/n4)
6
√

(1+2/n2)15+ 6
√

(1+2/n2)12 6
√

(1+1/n3)2+ 6
√

(1+2/n2)9 6
√

(1+1/n3)4+ 6
√

(1+2/n2)6 6
√

(1+1/n3)6+ 6
√

(1+2/n2)3 6
√

(1+1/n3)8+ 6
√

(1+1/n3)10
=

=
6− 0 + 0 + 0

1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 + 1
=

6

6
= 1.

5



3:42, 3:48

Př́ıklad 30.
lim
n→∞

n
√
an + bn + cn, a, b, c > 0.

Řešeńı.

Bud’ M = max{a, b, c}. Potom

lim
n→∞

n
√
an + bn + cn = lim

n→∞
M · n

√
(a/M)n + (b/M)n + (c/M)n.

Nyńı si uvědomme, že alespoň jeden zlomek pod odmocninou je roven jedné, a
nejvýše jsou všechny tři rovny jedné (to pokud a = b = c = M). Plat́ı tedy, že

1 ≤ (a/M)n + (b/M)n + (c/M)n ≤ 3.

Potom tedy také

n
√

1 ≤ n
√

(a/M)n + (b/M)n + (c/M)n ≤ n
√

3.

Protože však plat́ı, že lim
n→∞

n
√
x = 1 pro libovolné kladné reálné č́ıslo x, je

lim
n
√

1 = lim
n
√

3 = 1,

a tedy podle věty o dvou policajtech je také

lim n
√

(a/M)n + (b/M)n + (c/M)n = 1.

Tud́ıž, pokud se se znalost́ı tohoto výsledku vrát́ıme zpět na počátek, dostaneme
s pomoćı věty o aritmetice limit:

lim
n→∞

n
√
an + bn + cn = lim

n→∞
M · n
√

(a/M)n + (b/M)n + (c/M)n = M ·1 = M = max{a, b, c}.

6



3:50,4:02

Př́ıklad 31.

lim
n→∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)
.

Řešeńı.

Pro řešeńı tohoto př́ıkladu je zapotřeb́ı znát limity tzv. r̊ustové škály. Zde
použijeme dvě:

lim
n→∞

an

n!
= 0, a ∈ R,

lim
n→∞

nb

n!
= 0, b ∈ R.

Jinak řečeno, n! roste rychleji než libovolná exponenciela i mocnina.2

Tato znalost nám naznačuje, že bude správné vytknout (n+1)! z čitatele a n ·n!
ze jmenovatele. Dostaneme tak:

lim
n→∞

3n + n5 + (n+ 1)!

n(n6 + n!)
=

lim
n→∞

(n+ 1)!

n · n!
· (3n)/(n+ 1)! + (n5)/(n+ 1)! + 1

n6/n! + 1
.

Nyńı si uvědomme, že

(n+ 1)!

n · n!
=

(n+ 1) · n!

n · n!
=
n+ 1

n
,

můžeme tedy psát

lim
n→∞

(n+ 1)!

n · n!

(3n)/(n+ 1)! + (n5)/(n+ 1)! + 1

n6/n! + 1
=

lim
n→∞

n+ 1

n
· (3n)/(n+ 1)! + (n5)/(n+ 1)! + 1

n6/n! + 1
.

Je zřejmé, že n+1
n → 1 pro n → ∞. Stač́ı tak ukázat, že všechny nekonstantńı

členy ve druhém zlomku konverguj́ı k nule. Což lze s pomoćı limit r̊ustové škály
výše nahlédnout např́ıklad takto:

• lim(3n)/(n+ 1)! = lim(3n)/n! · 1
n+1 = 0 · 0 = 0 podle věty o aritmetice limit –

prvńı zlomek tvarem př́ımo odpov́ıdá prvńı obecné limitě r̊ustové škály uvedené
na začátku řešeńı pro a = 3, limita druhého je zřejmá;

• lim(n5)/(n + 1)! = lim(n5)/n! · 1
n+1 = 0 · 0 = 0 podle obdobného argumentu

jako výše, prvńı zlomek odpov́ıdá pro b = 5 druhé obecné limitě r̊ustové škály;

• lim(n6)/n! = 0 podle druhé obecné limity r̊ustové škály s b = 6.

2) Toto lze dokázat např́ıklad pomoćı pod́ılového kritéria pro konvergenci řad.

7



Pokud dáme všechny tyto znalosti dohromady a opakovaně použijeme větu o
aritmetice limit, dostaneme

lim
n→∞

n+ 1

n
· (3n)/(n+ 1)! + (n5)/(n+ 1)! + 1

n6/n! + 1
=

1 · 0 + 0 + 1

0 + 1
= 1.

8



4:50, 4:58

Př́ıklad 38.

lim
n→∞

n3 +
√
n+ (−1)n

n2 + n
√
n

.

Řešeńı.

Vytkněme nejrychleji rostoućı členy z čitatele i jmenovatele.

lim
n→∞

n3 +
√
n+ (−1)n

n2 + n
√
n

=

lim
n→∞

n3

n2
· 1 + 1/n2,5 + (−1)n/n3

1 + 1/n1/2
=

lim
n→∞

n · 1 + 1/n2,5 + (−1)n/n3

1 + 1/n1/2
.

Všechny nekonstantńı členy ve zlomku jdou k nule pro n→∞. Pro členy 1/n2,5

a 1/n1/2 to plyne př́ımo ze základńıch limit, pro člen (−1)n/n3 = (−1)n · 1/n3
to plyne podle věty o limitě součinu omezené a nulové posloupnosti, nebot’

posloupnost (−1)n je zřejmě omezená a 1/n3 → 0 pro n → ∞. A samozřejmě,
limn = +∞.

Opakovaným použit́ım věty o aritmetice limit a předešlých úvah tedy máme

lim
n→∞

n · 1 + 1/n2,5 + (−1)n/n3

1 + 1/n1/2
=

+∞ · 1 + 0 + 0

1 + 0
= +∞ · 1 = +∞.

Poznámka: pokud neńı př́ımo zavedena aritmetika nekonečna, může se exaktńı
od̊uvodněńı posledńıho kroku lǐsit. V takovém př́ıpadě se bude patrně oṕırat
o variantu věty o aritmetice limit zabývaj́ıćı se př́ıpadem, kdy je jedna z limit
nekonečná a druhá nenulová.

9



4:58,5:02

Př́ıklad 39.
lim
n→∞

n
(√

n2 + n− n
)
.

Řešeńı.

Rozš́ı̌reńım dle vztahu A2 −B2 = (A−B)(A+B) dostaneme

lim
n→∞

n
(√

n2 + n− n
)

=

lim
n→∞

n
(√

n2 + n− n
)
·
√
n2 + n+ n√
n2 + n+ n

=

lim
n→∞

n · n
2 + n− n2√
n2 + n+ n

=

lim
n→∞

n · n√
n2 + n+ n

=

lim
n→∞

n2√
n2 + n+ n

=

a vyktnut́ım n ze jmenovatele pak

lim
n→∞

n√
1 + 1/n+ 1

.

Protože

• limn = +∞,

• lim
√

1 + 1/n =
√

1 + 0 = 1, nebot’ lze provést limiceńı výrazu pod odmocni-
nou, pokud je výsledek vlastńı a nenulový,

máme d́ıky opakovanému použit́ı věty o aritmetice limit

lim
n→∞

n√
1 + 1/n+ 1

=
+∞
1 + 1

=
+∞

2
= +∞.

Poznámka: pokud neńı př́ımo zavedena aritmetika nekonečna, může se exaktńı
od̊uvodněńı posledńıho kroku lǐsit. V takovém př́ıpadě se bude patrně oṕırat
o variantu věty o aritmetice limit zabývaj́ıćı se př́ıpadem, kdy je jedna z limit
nekonečná a druhá nenulová.

10



5:02,5:12

Př́ıklad 40.
lim
n→∞

sin
(nπ

4

)√
n.

Řešeńı.

Tato limita neexistuje. Lze to nahlédnout tak, že najdeme dvě jej́ı podposloup-
nosti, které maj́ı r̊uznou limitu.

Funkce sinus je 2π periodická. Výraz sin
(
nπ
4

)
tedy nabývá osm hodnot stále

”
kolem dokola“.

Vyberme tedy jako prvńı podposloupnost n = 8k, kde k prob́ıhá množinu
přirozených č́ısel. Potom sin 8kπ

4 = sin(2kπ) = 0. Potom tedy také sin
(
8kπ
4

)√
8k =

0 ·
√

8k = 0, a tedy tato podposloupnost je konstantně rovna nule. Limita této
podposloupnosti je tedy

lim
k→∞

sin

(
8kπ

4

)√
8k = lim

k→∞
0 = 0.

Nyńı bychom mohli volit jako druhou podposloupnost fakticky libovolně n =
8k+ c, kde c je libovolné celé č́ıslo od 1 do 7 (s výjimkou 4). Pro pohodĺı zvolme
c = 2. Potom vzhledem k 2π periodičnosti funkce sinus je

sin

(
(8k + 2)π

4

)√
(8k + 2) = sin

(
2kπ +

π

2

)√
8k + 2 = sin

(π
2

)√
8k + 2 = 1·

√
8k + 2 =

√
8k + 2.

Limita této podposloupnosti je tedy

lim
k→∞

sin

(
(8k + 2)π

4

)√
(8k + 2) = lim

k→∞

√
8k + 2 = +∞,

nebot’ plat́ı, že kdykoli limk→∞ ak = +∞, pak také pro libovolné racionálńı č́ıslo
q > 0 plat́ı limk→∞(ak)q = +∞. Stač́ı tedy tento fakt použ́ıt pro ak = 8k + 2 a
q = 1/2.

Našli jsme tedy dvě podposloupnosti, které maj́ı r̊uznou limitu, a tud́ıž limita
v zadáńı neexistuje. (Pokud totiž posloupnost limitu má, pak každá jej́ı podpo-
sloupnost muśı mı́t tutéž limitu.)
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5:12,5:29

Př́ıklad 41.

lim
n→∞

(
√

3− sinn− cosn)
n5

n
√

2− 1
.

Řešeńı.

Pro řešeńı tohoto př́ıkladu je zapotřeb́ı několik speciálńıch znalost́ı.

• lim
n→∞

n
√
a−1
1
n

= ln a pro libovolné a > 0, a 6= 1. Speciálně, lim
n→∞

n√2−1
1
n

= ln 2.

Toto plyne snadno pomoćı Heineho věty a základńı (někdy definičńı) limity pro
přirozenou exponencielu, nebo to lze, ovšem s jistými obt́ıžemi, dokázat př́ımo.
Dı́ky tomu a větě o aritmetice limit vid́ıme, že

lim
n→∞

n5

n
√

2− 1
= lim
n→∞

n6 · lim
n→∞

1
n

n
√

2− 1
= +∞ · 1

ln 2
= +∞.

• Plat́ı, že sinn + cosn = sinn + sin(n + π/2) = 2 sin n+n+π/2
2 cos n−n−π/22 =

2 sin(n+ π/4) cos(−π/4) =
√

2 sin(n+ π/4). Z toho vid́ıme, že

√
3− sinn− cosn =

√
3−
√

2 sin(n+ π/4) ≥
√

3−
√

2 > 0.

Z toho tedy nakonec vyplývá, že

(
√

3− sinn− cosn)
n5

n
√

2− 1
≥ (
√

3−
√

2)
n5

n
√

2− 1
.

Přitom pravá strana má, jak jsme výše ukázali, limitu rovnou +∞. Plat́ı však
věta, že pokud pro dvě posloupnosti {an}, {bn} plat́ı, že pro všechny členy je
an ≥ bn, pak také stejná nerovnost plat́ı i pro jejich limity. Nav́ıc, pokud bn má
limitu +∞, potom limita an automaticky taktéž existuje a je rovna +∞. Z toho
tedy plyne, že

lim
n→∞

(
√

3− sinn− cosn)
n5

n
√

2− 1
= +∞.
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5:29,5:31

Př́ıklad 42.
lim
n→∞

n
√
n!.

Řešeńı.

Lze př́ımočaře dokázat matematickou indukćı, že

n! ≥ nn/2.

Potom tedy
n
√
n! ≥

√
n

n→∞−−−−→ +∞.

Plat́ı věta, že pokud pro dvě posloupnosti {an}, {bn} plat́ı, že pro všechny členy
je an ≥ bn, pak také stejná nerovnost plat́ı i pro jejich limity. Nav́ıc, pokud bn
má limitu +∞, potom limita an automaticky taktéž existuje a je rovna +∞. Z
toho vyplývá, že

lim
n
√
n! = +∞.
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5:31,5:44

Př́ıklad 43.

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
.

Řešeńı.

Budeme vycházet z toho, že je znám následuj́ıćı fakt:

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e,

kde e je Eulerovo č́ıslo.

Nyńı vše řeš́ıme pomoćı
”
trikových úprav“. Maj́ı smysl pouze pro n ≥ 2, ale to

výsledek limity neovlivňuje.

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
= lim
n→∞

(
n− 1

n

)n
=

lim
n→∞

[(
n

n− 1

)−1]n
= lim
n→∞

[(
n− 1 + 1

n− 1

)−1]n
=

lim
n→∞

[(
1 +

1

n− 1

)−1]n
= lim
n→∞

[(
1 +

1

n− 1

)n]−1
=

lim
n→∞

[(
1 +

1

n− 1

)n−1+1
]−1

= lim
n→∞

[(
1 +

1

n− 1

)n−1
·
(

1 +
1

n− 1

)1
]−1

=

Nyńı si uvědomme, že podle věty o aritmetice limit (použité na dluh) je[
lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n−1
· lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)1
]−1

.

Prvńı limita je de fakto totožná s limitou uvedenou hned na začátku úlohy, pouze

index je posunut o jedničku. Tyto limity jsou tedy stejné, limn→∞

(
1 + 1

n−1

)n−1
=

e.

Druhá limita je zřejmě rovna jedné, nebot’ opět pomoćı věty o aritmetice limit
je

lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)
= 1 + 0 = 1.

Z toho vycháźı, že[
lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)n−1
· lim
n→∞

(
1 +

1

n− 1

)1
]−1

= [e · 1]−1 =
1

e
.
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Tento výsledek, tedy že

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
=

1

e
,

si velmi dobře zapamatujte!
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5:44,5:52

Př́ıklad 44.

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n
.

Řešeńı.

Protože posloupnost (pozor na exponent!)(
1 +

1

n2

)n2

je vlastně podposloupnost́ı posloupnosti
(
1 + 1

n

)n
, která má limitu e, je

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n2

= e.

Upravme tedy nyńı výraz ze zadáńı takto:(
1 +

1

n2

)n
=

n

√(
1 +

1

n2

)n2

.

Nyńı pozor! Neńı možné psát, že

lim
n→∞

n

√(
1 +

1

n2

)n2

= lim
n→∞

n
√
e = 1,

protože to by byla hrubá chyba — tzv. částečné limitěńı — a to
přesto, že výsledek je, jak uvid́ıme, správný.

Je potřeba postupovat opatrněji a použ́ıt větu o dvou policajtech.

Je zřejmé, že (
1 +

1

n2

)n2

≥ 1,

nebot’ umocňujeme č́ıslo, které je větš́ı nebo rovno jedné.

Pro opačný odhad použijeme už zmı́něného faktu, že limn→∞
(
1 + 1

n2

)n2

= e. To
totiž podle definice limity znamená, že pro libovolné ε od jistého členu poč́ınaje

muśı platit, že
(
1 + 1

n2

)n2

<= e+ ε. Volme tedy např́ıklad ε = 1, pak od jistého

členu poč́ınaje muśı platit, že
(
1 + 1

n2

)n2

≤ e+ 1.

Od jistého členu poč́ınaje tedy máme nerovnosti

1 ≤
(

1 +
1

n2

)n2

≤ e+ 1,

a tedy také

1 ≤ n

√(
1 +

1

n2

)n2

≤ n
√
e+ 1.
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Limita levé i pravé strany je však rovna jedné, nebot’ lim n
√
a = 1 pro libovolné

reálné č́ıslo a > 0. Podle věty o dvou policajtech je tedy také

lim
n→∞

(
1 +

1

n2

)n
= lim
n→∞

n

√(
1 +

1

n2

)n2

= 1.
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5:53,6:00

Př́ıklad 45.

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n2

.

Řešeńı.

Z př́ıkladu č. 43 v́ıme (pozor na exponent!), že

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
=

1

e
.

Přepǐsme tedy limitu ze zadáńı do tvaru

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n2

= lim
n→∞

[(
1− 1

n

)n]n
.

Nyńı pozor! Stejně jako v předchoźım př́ıkladu neńı možné psát, že

lim
n→∞

[(
1− 1

n

)n]n
= lim
n→∞

[1/e]n = 0,

protože to by byla hrubá chyba — tzv. částečné limitěńı — a to
přesto, že výsledek je, jak uvid́ıme, opět správný.

Znovu je zapotřeb́ı použ́ıt větu o dvou policajtech. Zřejmě(
1− 1

n

)n
≥ 0.

Pro opačný odhad použijeme už zmı́něný výsledek, že lim
(
1− 1

n

)n
= 1/e. Z

definice limity v́ıme, že pro libovolné ε muśı platit od jistého členu poč́ınaje, že(
1− 1

n

)n
< 1/e+ε. Volme nyńı ε tak, aby 1/e+ε < 1, tedy např́ıklad ε = 1−1/e

2 .
Potom plat́ı od jistého členu poč́ınaje:

0 ≤
(

1− 1

n

)n
≤ 1/e+ ε,

a tedy také

0 ≤
[(

1− 1

n

)n]n
≤ (1/e+ ε)n.

Protože je však lim(1/e + ε)n = 0, nebot’ jde o geometrickou posloupnost s
kvocientem 1/e+ ε < 1, věta o dvou policajtech dává, že

lim
n→∞

[(
1− 1

n

)n]n
= 0.
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6:01,6:09

Př́ıklad 65a. Určete lim inf xn a lim supxn, pokud

xn =
2n(−1)n

n+ 1
+

n
√

2,

Řešeńı.

Zřejmě

xn =
2n(−1)n

n+ 1
+

n
√

2 ≤ 2n

n+ 1
+

n
√

2
n→∞−−−−→ 2 + 1 = 3.

Použili jsme přitom fakt, že lim n
√
a = 1 pro a > 0, zde konkrétně pro a = 2.

Z toho vyplývá, že máme hypotézu, že lim supxn = 3. K potvrzeńı potřebujeme
naj́ıt podposloupnost xn konverguj́ıćı k č́ıslu 3. K tomu však stač́ı volit n = 2k,
nebot’

x2k =
2(2k)(−1)2k

2k + 1
+

2k
√

2 =
4k

2k + 1
+

k

√√
2
k→∞−−−−→ 2 + 1 = 3,

kde jsme opět použili fakt, že lim k
√
a = 1 pro a > 0 (nyńı pro a =

√
2).

Zcela analogicky

xn =
2n(−1)n

n+ 1
+

n
√

2 ≥ −2n

n+ 1
+

n
√

2
n→∞−−−−→ −2 + 1 = −1.

Z toho plyne hypotéza, že lim inf xn = −1. K potvrzeńı potřebujeme naj́ıt pod-
posloupnost xn konverguj́ıćı k č́ıslu −1. K tomu však stač́ı volit n = 2k + 1,
nebot’

x2k+1 =
2(2k + 1)(−1)2k+1

2k + 1 + 1
+

2k+1
√

2 = −4k + 2

2k + 2
+

2k+1

√√
2
k→∞−−−−→ −2+1 = −1,

kde jsme tentokrát využili faktu, že 2k+1
√

2 je podposloupnost́ı n
√

2, a tud́ıž muśı
mı́t stejnou limitu rovnou jedné.

Závěr: lim supxn = 3, lim inf xn = −1.

19



6:09,6:20

Př́ıklad 65b. Určete lim inf xn a lim supxn, pokud

xn =
n2

1 + n2
cos 2nπ3.

Řešeńı.

Výraz cos(2nπ/3) nabývá periodicky tř́ı hodnot.

cos 0 = 1, cos(2π/3) = −1/2, cos(4π/3) = −1/2.

Je tedy

−1

2
· n2

1 + n2
≤ xn ≤

n2

1 + n2
,

máme hypotézu, že

lim supxn = lim
n2

1 + n2
= 1, lim inf xn = lim−1

2
· n2

1 + n2
= −1

2
.

K potvrzeńı potřebujeme naj́ıt podposloupnosti konverguj́ıćı k těmto dvěma
hodnotám.

Stač́ı volit:

• pro potvrzeńı hypotézy o limsup n = 3k, nebot’ cos(2(3k)π/3) = cos(2kπ) = 1,
a tedy

x3k =
(3k)2

1 + (3k)2
k→∞−−−−→ 1.

• pro potvrzeńı hypotézy o liminf n = 3k + 1, nebot’ cos(2(3k + 1)π/3) =
cos(2kπ + 2π/3) = −1/2, a tedy

x3k+1 = −1

2
· (3k + 1)2

1 + (3k + 1)2
k→∞−−−−→ −1

2
.
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6:21,6:50 !!

Př́ıklad 65c. Určete lim inf xn a lim supxn, pokud

xn = (1 + 1/n)n(−1)n + sin(nπ/4).

Řešeńı.

Nejprve připomeňme, že
lim(1 + 1/n)n = e,

Člen sin(nπ/4) nabývá periodicky osmi r̊uzných hodnot, z nichž největš́ı je 1
pro n = 8k + 2, nebot’

sin((8k + 2)π/4) = sin(2kπ + π/2) = sin(π/2) = 1,

a nejmenš́ı je −1 pro n = 8k + 6, nebot’

sin((8k + 6)π/4) = sin(2kπ + 3π/2) = sin(3π/2) = −1.

Z toho vyplývá s pomoćı výše uvedené limity, že

xn ≤ (1 + 1/n)n(−1)n + 1 ≤ (1 + 1/n)n + 1
n→∞−−−−→ e+ 1.

Tud́ıž máme hypotézu, že lim supxn = e+ 1.

Pro jej́ı potvrzeńı stač́ı volit zmı́něných n = 8k + 2, nebot’

x8k+2 = (1 + 1/(8k + 2))(8k + 2) · (−1)8k+2 + sin((8k + 2)π/4) =

= (1 + 1/(8k + 2))(8k + 2) + 1
k→∞−−−−→ e+ 1,

nebot’ posloupnost {(1 + 1/(8k + 2))(8k + 2)}∞k=1 je podposloupnost́ı {(1 +
1/n)n}∞n=1, o ńıž v́ıme, že má limitu e.

Druhou hypotézu se nám však potvrdit nepodař́ı.

Problém je v tom, že n = 8k+ 6 je sudý exponent, a tud́ıž výraz (−1)n nebude
roven −1, jak bychom potřebovali. Dostali bychom, že

x8k+6 = (1 + 1/(8k + 6))(8k + 6) · (−1)8k+6 + sin((8k + 6)π/4) =

= (1 + 1/(8k + 6))(8k + 6)− 1
k→∞−−−−→ e− 1 > 0 > −e− 1.

A protože pro jiná n než n = 8k+6 neńı sinusový člen roven minus jedné, muśıme
konstatovat, že −e−1 neńı hromadným bodem posloupnosti xn a muśıme naj́ıt
jiného kandidáta pro lim inf xn.

V takovém př́ıpadě bývá nejjednodušš́ı použ́ıt následuj́ıćıho postupu, a to sice
rozdělit posloupnost {xn} na osm podposloupnost́ı a dopoč́ıst analogicky výpočt̊um
výše:

x8k → e,

x8k+1 → −e+
√

2/2,
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x8k+2 → e+ 1,

x8k+3 → −e+
√

2/2,

x8k+4 → e,

x8k+5 → −e−
√

2/2,

x8k+6 → e− 1,

x8k+7 → −e−
√

2/2.

Z těchto hodnot je nejmenš́ı −e−
√

2/2, je to tedy náš kandidát na limes inferior.

To, že posloupnost {xn} nemá menš́ı hromadnou hodnotu, lze nahlédnout např́ıklad
takto.

Pro spor předpokládejme, že {xn} má hromadnou hodnotu h < −e−
√

2/2.

Volme ε rovno polovině vzdálenosti bod̊u h a −e−
√

2/2.

Pro každou podposloupnost {x8k}, {x8k+1}, {x8k+2}, . . ., {x8k+7} je od jistého
členu N0, N1, N2, . . ., N7 rozd́ıl mezi limitńı hodnotu a hodnotou člen̊u po-
sloupnosti menš́ı než ε.

To ale znamená, že od členu N = max{N0, N1, . . . , N7} poč́ınaje jsou všechny
členy posloupnosti vzdáleny od př́ıslušných osmi limitńıch hodnot nejvýše o ε,
protože každý patř́ı do některé z osmi podposloupnost́ı {x8k}, {x8k+1}, {x8k+2},
. . ., {x8k+7}. Speciálně, protože −e −

√
2/2 je nejnižš́ı z oněch osmi limitńıch

hodnot, je xn > −e−
√

2/2− ε pro všechna n ≥ N . To ale znamená, že žádný
člen posloupnosti {xn} pro n ≥ N nelež́ı v okoĺı (h− ε, h+ ε), a tud́ıž h nemůže
být hromadnou hodnotou posloupnosti {xn}.
Tud́ıž lim inf xn = −e −

√
2/2, protože {xn} nemůže mı́t menš́ı hromadnou

hodnotu.
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10:16,10:29

Př́ıklad 1)

lim
n→∞

(−1)n + sin(nπ/4)− cos(nπ/3)
n
√
n3 − 1

Řešeńı.

Limita neexistuje. Ukážeme to tak, že najdeme dvě vybrané podposloupnosti s
r̊uznými limitami.

Předně si uvědomme, že
n
√
n3 > 1 pro každé n ≥ 2 a

n
√
n3 → 1 pro n→∞.3 Z

toho plyne, že

lim
n→∞

1
n
√
n3 − 1

= +∞.

Označme tedy výraz v limitě ze zadáńı

xn =
(−1)n + sin(nπ/4)− cos(nπ/3)

n
√
n3 − 1

.

Volme nejprve n = 12k. Potom

x12k =
(−1)12k + sin(12kπ/4)− cos(12kπ/3)

12k
√

(12k)3 − 1
=

1 + sin(3kπ)− cos(4kπ)
12k
√

(12k)3 − 1
=

1 + 0− 1
12k
√

(12k)3 − 1
= 0.

Přitom využ́ıváme faktu, že sinus od celého násobku π je roven nule a kosinus
od celého násobku 2π, a tedy také 4π je roven jedné. A proto

lim
k→∞

x12k = 0.

Nyńı naopak volme n = 12k + 4. Potom

x12k+4 =
(−1)12k+4 + sin((12k + 4)π/4)− cos((12k + 4)π/3)

12k+4
√

(12k + 4)3 − 1
=

1 + sin((3k + 1)π)− cos(4kπ + 4π/3)
12k+4
√

(12k + 4)3 − 1
=

1 + 0− cos(4π/3)
12k+4
√

(12k + 4)3 − 1
=

1 + 0 + 1
2

12k+4
√

(12k + 4)3 − 1
=

3

2
· 1

12k+4
√

(12k + 4)3 − 1
.

3) Využ́ıvá se přitom základńı limity lim n
√
n = 1 a věty o aritmetice limit.
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Přitom jsme opět využili faktu, že sinus od celého násobku π je roven nule, a
pak také, že kosinus je 2π, a tedy samozřejmě také 4π periodický, a cos(4π/3) =
−1/2. A proto

lim
k→∞

x12k+4 = lim
k→∞

3

2
· 1

12k+4
√

(12k + 4)3 − 1
=

3

2
· (+∞) = +∞.

T́ım jsme našli dvě r̊uzné podposloupnosti s r̊uznými limitami a tud́ıž limita
p̊uvodńı posloupnosti neexistuje.
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10:29,10:58 !!

Př́ıklad 2)

lim
n→∞

3n −
[

3
√

(n+ 1)!
]

3n3 −
[

3
√

(n)!
]

Hranaté závorky znač́ı funkci dolńı celá část.

Řešeńı.

Pro řešeńı tohoto př́ıkladu je zapotřeb́ı znát limity tzv. r̊ustové škály. Zde
použijeme dvě:

lim
n→∞

an

n!
= 0, a ∈ R,

lim
n→∞

nb

n!
= 0, b ∈ R.

Jinak řečeno, n! roste rychleji než libovolná exponenciela i mocnina.4

Intuitivně odhadneme, že faktoriály budou r̊ust rychleji než mocnina a odmoc-
nina, a to i přes dolńı celou část, protože ta

”
neměńı řád rychlosti r̊ustu“. Celý

zlomek se tedy nejsṕı̌se bude chovat jako pod́ıl

− 3
√

(n+ 1)!

− 3
√
n!

=
3

√
(n+ 1)!

n!
= 3
√
n

n→∞−−−−→ +∞.

Tuto svou hypotézu však nyńı muśıme formálně dokázat.

Pro své pohodĺı nejprve vytkněme minus z čitatele i jmenovatele, at’ máme před
nejrychleji rostoućımi členy kladná znaménka.

lim
n→∞

3n −
[

3
√

(n+ 1)!
]

3n3 −
[

3
√

(n)!
] =

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]
− 3n[

3
√

(n)!
]
− 3n3

=

Nahlédněme nyńı, že

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

3n
≥ lim
n→∞

3
√

(n+ 1)!− 1

3n
=

lim
n→∞

3
√

(n+ 1)!

3n
− 1

3n
= lim
n→∞

3

√
(n+ 1)!

(3n)3
− 1

3n
=

lim
n→∞

3

√
(n+ 1)!

(33)n
− 1

3n
= lim
n→∞

3

√
(n+ 1)!

27n
− 1

3n
= +∞+ 0 = +∞,

4) Toto lze dokázat např́ıklad pomoćı pod́ılového kritéria pro konvergenci řad.
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kde jsme využili identity o přehazováńı exponent̊u (ab)c = abc = (ac)b platné
pro libovolná tři kladná reálná č́ısla, větu o aritmetice limit, limitu r̊ustové

škály, podle ńıž lim (n+1)!
27n = limn · lim n!

27n = +∞ ·+∞ = +∞ a fakt, že pokud
lim an = +∞, pak také lim(an)q = +∞ pro každé kladné racionálńı q.5 Tud́ıž

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

3n
= +∞.

Zcela analogicky je

lim
n→∞

[
3
√
n!
]

3n3
= +∞,

jediné, co bude podstatně jinak v postupu výše, bude použit́ı jiné limity r̊ustové
škály.

Z toho samozřejmě vyplývá, pokud přehod́ıme čitatele a jmenovatele, že

lim
n→∞

3n[
3
√

(n+ 1)!
] = 0, lim

n→∞

3n3[
3
√
n!
] = 0.

Nyńı tedy můžeme z p̊uvodńı limity vytknout

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]
− 3n[

3
√

(n)!
]
− 3n3

=

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

[
3
√

(n)!
] ·

1− 3n/
[

3
√

(n+ 1)!
]

1− 3n3/
[

3
√

(n)!
] =

což je podle věty o aritmetice limit (použité na dluh) rovno

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

[
3
√

(n)!
] · lim

n→∞

1− 3n/
[

3
√

(n+ 1)!
]

1− 3n3/
[

3
√

(n)!
] =

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

[
3
√

(n)!
] · 1− 0

1− 0
=

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

[
3
√

(n)!
] .

5) plat́ı i pro kladná q reálná
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Nyńı se opět zbav́ıme funkce celá část. Protože čekáme, že celkový výsledek
bude plus nekonečno, použijeme odhady, které zlomek zmenš́ı, tedy čitatel o
jedničku zmenš́ıme a jmenovatel o jedničku zvýš́ıme:

lim
n→∞

[
3
√

(n+ 1)!
]

[
3
√

(n)!
] ≥

lim
n→∞

3
√

(n+ 1)!− 1
3
√

(n)! + 1
.

Nyńı ještě jednou provedeme předchoźı krok, tedy vytkneme členy s faktoriály.

lim
n→∞

3
√

(n+ 1)!− 1
3
√

(n)! + 1
=

lim
n→∞

3
√

(n+ 1)!
3
√

(n)!
·

1− 1/ 3
√

(n+ 1)!

1 + 1/ 3
√

(n)!
=

Je samozřejmě lim 3
√

(n+ 1)! ≥ lim 3
√
n! = +∞, nebot’ limn! = +∞ a plat́ı fakt,

že pokud lim an = +∞, pak také lim(an)q = +∞ pro každé kladné racionálńı
q. Z toho okamžitě vyplývá, že lim 1/ 3

√
(n+ 1)! = lim 1/ 3

√
n! = 0.

Proto tedy levý zlomek uprav́ıme přesně podle začátku úlohy a pak použijeme
opakovaně větu o aritmetice limit.

lim
n→∞

3
√

(n+ 1)!
3
√

(n)!
·

1− 1/ 3
√

(n+ 1)!

1 + 1/ 3
√

(n)!
=

lim
n→∞

3
√
n · lim

n→∞

1− 1/ 3
√

(n+ 1)!

1 + 1/ 3
√

(n)!
=

= +∞ · 1− 0

1 + 0
= +∞.

Protože výsledek má smysl, bylo všechno použit́ı vět o aritmetice limit ko-
rektńı. Dı́ky tomu, že výsledek je +∞, bylo korektńı i několikeré použit́ı věty
o porovnáńı limit, konkrétně že pokud an ≥ bn od nějakého členu poč́ınaje a
lim bn = +∞, potom lim an existuje a je lim an = +∞.
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10:59/11:02, 11:22/11:36

Př́ıklad 3)

lim
n→∞

n
√

[n4 cosn]− n23n + 4n

Hranaté závorky znač́ı funkci dolńı celá část.

Řešeńı.

Pro řešeńı tohoto př́ıkladu je zapotřeb́ı znát limity tzv. r̊ustové škály. Zde
použijeme:

lim
n→∞

nα

βn
= 0, α ∈ R, β > 1.

Podle této škály je nejrychleji rostoućım členem pod n-tou odmocninou člen 4n.
Vytkneme jej tedy.

lim
n→∞

n
√

[n4 cosn]− n23n + 4n =

4 · lim
n→∞

n
√

[n4 cosn] /4n − n2(3/4)n + 1.

Nyńı ukážeme, že limity nekonstantńıch člen̊u pod odmocninou jsou nulové.

Př́ımo podle limity r̊ustové škály pro α = 2, β = (4/3) máme, že

lim
n→∞

n2(3/4)n = lim
n→∞

n2

(4/3)n
= 0.

Pro druhý zlomek použijeme větu o dvou policajtech. Protože dolńı celou část lze
odhadnout pomoćı vztah̊u x−1 ≤ [x] ≤ x a funkci kosinus pomoćı −1 cosx ≤ 1
pro každé x ∈ R, máme[

n4 cosn
]

4n
≤ n4 cosn

4n
≤ n4

4n
n→∞−−−−→ 0

d́ıky limitě r̊ustové škály použité na α = 4, β = 4. A na druhou stranu máme[
n4 cosn

]
4n

≥ n4 cosn− 1

4n
≥ −n

4 − 1

4n
= −n

4

4n
− 1

4n
n→∞−−−−→ −0− 0 = 0

opět d́ıky r̊ustové škále a faktu, že (1/4)n je geometrická posloupnost s kvoci-
entem menš́ım než jedna. Podle věty o dvou policajtech tedy

lim
n→∞

[
n4 cosn

]
4n

= 0.

Jestliže jsou nyńı limity obou nekonstantńıch člen̊u pod n-tou odmocninou nu-
lové, lǐśı se od nějakého N -tého členu posloupnosti poč́ınaje oba zlomky od nuly
nejvýše o ε = 1/4 (z definice limity posloupnosti). Z toho mimo jiné vyplývá, že
výraz pod n-tou odmocninou po vytknut́ı je nejpozději od tohoto N -tého členu
definován pro všechny daľśı členy posloupnosti.
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Od tohoto N -tého členu poč́ınaje tedy máme odhad

n
√

[n4 cosn] /4n − n2(3/4)n + 1 ≤ n
√

1/4 + 1/4 + 1 = n
√

1, 5
n→∞−−−−→ 1,

nebot’ známe základńı limitu lim n
√
a = 1 pro všechna a > 0. A z druhé strany

n
√

[n4 cosn] /4n − n2(3/4)n + 1 ≥ n
√
−1/4− 1/4 + 1 = n

√
0, 5

n→∞−−−−→ 1

z téhož d̊uvodu. Znovu podle věty o dvou policajtech tedy máme

lim
n→∞

n
√

[n4 cosn]− n23n + 4n =

4 · lim
n→∞

n
√

[n4 cosn] /4n − n2(3/4)n + 1 = 4 · 1 = 4.
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11:36,11:45

Př́ıklad 4)

lim
n→∞

5 + 3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n√

n− 4
√
n

Řešeńı.

Plat́ı, že
3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n =

6
√

(n3 + n2)2 − 6
√

(n2 + n)3 =

(n3+n2)2−(n2+n)3

6
√

(n3+n2)10+ 6
√

(n3+n2)8 6
√

(n2+n)3+ 6
√

(n3+n2)6 6
√

(n2+n)6+ 6
√

(n3+n2)4 6
√

(n2+n)9+ 6
√

(n3+n2)2 6
√

(n2+n)12+ 6
√

(n2+n)15
=

(n6+2n5+n4)−(n6+3n5+3n4+n3)
6
√

(n3+n2)10+ 6
√

(n3+n2)8 6
√

(n2+n)3+ 6
√

(n3+n2)6 6
√

(n2+n)6+ 6
√

(n3+n2)4 6
√

(n2+n)9+ 6
√

(n3+n2)2 6
√

(n2+n)12+ 6
√

(n2+n)15
=

−n5−2n4−n3)
6
√

(n3+n2)10+ 6
√

(n3+n2)8 6
√

(n2+n)3+ 6
√

(n3+n2)6 6
√

(n2+n)6+ 6
√

(n3+n2)4 6
√

(n2+n)9+ 6
√

(n3+n2)2 6
√

(n2+n)12+ 6
√

(n2+n)15

a d́ıky tomu, že ze jmenovatele lze z každého členu vyktnout také člen řádu n5,
je

limn→∞
−n5−2n4−n3)

6
√

(n3+n2)10+ 6
√

(n3+n2)8 6
√

(n2+n)3+ 6
√

(n3+n2)6 6
√

(n2+n)6+ 6
√

(n3+n2)4 6
√

(n2+n)9+ 6
√

(n3+n2)2 6
√

(n2+n)12+ 6
√

(n2+n)15
= − 1

6 .

Tedy

lim
n→∞

(
3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n

)
= −1

6
.

Dı́ky tomu můžeme usoudit, že čitatel se chová přibližně jako rozd́ıl č́ısel 5−1/6,
tedy jako člen nultého řádu. A protože ve jmenovateli je člen nejvyšš́ıho řádu
n1/2, tedy řádu vyšš́ıho, bude výsledek limity nulový a p̊ujde to nahlédnout
vytknut́ım n1/2 =

√
n ze jmenovatele a pomoćı věty o aritmetice limit

lim
n→∞

5 + 3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n√

n− 4
√
n

=

lim
n→∞

1√
n
· lim
n→∞

5 + 3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n

1− 1/ 4
√
n

=

0 · limn→∞ 5 + limn→∞( 3
√
n3 + n2 −

√
n2 + n)

limn→∞ 1− limn→∞ 1/ 4
√
n

= 0 · 5− 1/6

1− 0
= 0.
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11:45,11:57

Př́ıklad 5)

lim
n→∞

(
2
√
n− 3
√
n√

n+ 1
− cosnπ/4

)
2n

1− n
√

2n

Řešeńı.

Nejprve si uvědomme, že:

• Vytknut́ım
√
n ze jmenovatele i čitatele prvńıho zlomku vyplývá, že

lim
n→∞

2
√
n− 3
√
n√

n+ 1
= lim
n→∞

2− 1/ 6
√
n√

1 + 1/n
=

2− 0√
1 + 0

= 2

podle věty o aritmetice limit a faktu, že lze provést limitěńı pod odmocninou,
pokud je výsledek nenulové reálné č́ıslo.

• Nyńı si uvědomme, že

lim
n→∞

2n

1− n
√

2n
= lim
n→∞

(2n) · lim
n→∞

1

1− n
√

2n
= +∞ · 1

0−
= −∞.

To plyne z věty o aritmetice limit, faktu, že n
√

2n > 1 pro všechna n ≥ 2 a
faktu, že lim n

√
2n = lim n

√
n · lim n

√
2 = 1 · 1 = 1 podle základńıch limit pro

n-tou odmocninu.

Celý výraz v p̊uvodńı limitě se tedy chová v uvozovkách jako

(2− cosnπ/4) · (−∞).

A protože prvńı člen zřejmě nemůže měnit znaménko, nebot’ kosinus je ohraničen
intervalem [−1, 1], bude výsledkem také minus nekonečno. Formálně to lze nej-
jednoduššeji dokázat za pomoćı tvrzeńı, že pokud an ≤ bn od nějakého členu
poč́ınaje a lim bn = −∞, pak také lim an existuje a je lim an = −∞.

Toto tvrzeńı použijeme takto:

lim
n→∞

(
2
√
n− 3
√
n√

n+ 1
− cosnπ/4

)
2n

1− n
√

2n
≤

lim
n→∞

(
2
√
n− 3
√
n√

n+ 1
− 1

)
2n

1− n
√

2n
=

a nyńı podle věty o aritmetice limit(
lim
n→∞

2
√
n− 3
√
n√

n+ 1
− lim
n→∞

1

)
· lim
n→∞

2n

1− n
√

2n
= (2− 1) · (−∞) = −∞.
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11:58, 12:06

Př́ıklad 6)

lim
n→∞

6
√
n5 + 1− 5

√
n4 − n3 +

n
√
n2√

n−
√
n

Řešeńı.

Členové v čitateli se postupně chovaj́ı jako n5/6, n4/5 a 1, jmenovatel se chová
jako n1/2. Vytkněme tedy nejvyšš́ı mocninu v čitateli i jmenovateli. Dostaneme:

lim
n→∞

6
√
n5 + 1− 5

√
n4 − n3 +

n
√
n2√

n−
√
n

=

lim
n→∞

n5/6

n1/2
·

6
√

1 + 1/n5 − 5
√
n4/n25/6 − n3/n25/6 + (

n
√
n2)/(n5/6)√

1− 1/
√
n

.

Protože 5/6 > 1/2, jde prvńı zlomek do +∞. Naopak, protože 3 < 4 < 25/6,

jdou zlomky pod pátou odmocninou k nule. Konečně lim
n
√
n2 = lim n

√
n ·

lim n
√
n = 1 · 1 = 1, a proto

lim
n
√
n2

n5/6
= lim

n
√
n2 · lim 1

n5/6
= 1 · 0 = 0.

Podle opakovaně použitých vět o aritmetice limit a limitěńı pod odmocninou
tak máme

lim
n→∞

n5/6

n1/2
·

6
√

1 + 1/n5 − 5
√
n4/n25/6 − n3/n25/6 + (

n
√
n2)/(n5/6)√

1− 1/
√
n

=

= +∞ ·
6
√

1 + 0− 5
√

0− 0 + 0√
1− 0

= +∞ · 1− 0 + 0

1
= +∞.
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12:06

Př́ıklad 7)

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
· n
n
√
n!
.

Řešeńı.

V př́ıkladu 43 jsme ukázali, že

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
=

1

e
.

Lze naopak ukázat, že

lim
n→∞

n
n
√
n!

= e.

To plyne bud’ ze Stirlingova vzorce nebo také pomoćı věty o dvou policajtech
pomoćı dvou odhad̊u, které lze dokázat matematickou indukćı:

e
(n
e

)n
≤ n! ≤ en

(n
e

)n
.

Potom totiž n-tým odmocněńım máme nerovnosti

n
√
e
n

e
≤ n
√
n! ≤ n

√
e n
√
n
n

e

a následným děleńım n

n
√
e

1

e
≤

n
√
n!

n
≤ n
√
e n
√
n

1

e
.

A protože lim n
√
e = 1 a lim n

√
n = 1, je limita obou stran rovna 1/e, tedy podle

věty o dvou policajtech je

lim
n
√
n!

n
= 1/e,

muśı tedy být také

lim
n→∞

n
n
√
n!

= e.

Tud́ıž

lim
n→∞

(
1− 1

n

)n
· n
n
√
n!

= 1/e · e = 1.

Důkaz obou odhad̊u pomoćı matematickou indukćı následuje ńıže.

Dokazujme nejprve

e
(n
e

)n
≤ n!.

Pro n = 2 nerovnost plat́ı. Předpokládejme, že plat́ı pro n a dokazujme je pro
n+ 1. Pak dostaneme

(n+ 1)! = (n+ 1)n! > (n+ 1)e
(n
e

)n ?
> e

(
n+ 1

e

)n+1

.
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Otázka zńı, zda plat́ı posledńı nerovnost s otazńıkem. Ta je však po jednoduchém
kráceńı a vyd̀ıleńı ekvivalentńı nerovnosti

e >

(
n+ 1

n

)n
=

(
1 +

1

n

)n
.

O této nerovnosti se v́ı, že je pravdivá, neb posloupnost napravo je ostře rostoućı
a roste (konverguje) k č́ıslu e.6

Druhá nerovnost se odvod́ı podobně, neb plat́ı

(n+ 1)! = (n+ 1)n! < (n+ 1)en
(n
e

)n ?
< e(n+ 1)

(
n+ 1

e

)n+1

.

Po jednoduchém kráceńı si všimneme, že posledńı nerovnost je ekvivalentńı ne-
rovnosti

e <

(
n+ 1

n

)n+1

=

(
1 +

1

n

)n+1

,

přičemž tato nerovnost je pravdivá, protože posloupnost napravo je klesaj́ıćı a
má limitu e.7

Pro všechny př́ıpady však připojme přece jen zkrácené d̊ukazy monotonie obou po-
sloupnost́ı.

Ukázat, že posloupnost xn je ostře rostoućı, vlastnš znamená ukázat nerovnost xn+1 >
xn, což pro nezáporné posloupnosti je ekvivalentńı nerovnosti

xn+1

xn
> 1. Odhadujeme

pro xn = (1 + 1/n)n:

xn+1

xn
=

(
n + 2

n + 1

)n+1

·
(

n

n + 1

)n

=

(
(n + 2)n

(n + 1)2

)n

·
(
n + 2

n + 1

)
=

(
1 − 1

(n + 1)2

)n

·n + 2

n + 1
≥

použit́ım Bernoulliovy nerovnosti (1 + y)k ≥ 1 + ky

≥
(

1 − n

(n + 1)2

)
· n + 2

n + 1
=

n3 + 3n2 + 3n + 2

(n + 1)3
=

(n + 1)3 + 1

(n + 1)3
> 1.

Ukázat, že posloupnost (yn) je klesaj́ıćı, lze analogicky. Dokazujeme nerovnost yn <
yn−1, což je ekvivalentńı nerovnosti

yn−1

yn
> 1. Uvažme tedy pro yn = (1+1/(n+1))n:

yn−1

yn
=

(
n

n− 1

)n

·
(

n

n + 1

)n+1

=

(
n2

(n− 1)(n + 1)

)n

· n

n + 1
=

=

(
n2 − 1 + 1

n2 − 1

)n

· n

n + 1
=

(
1 +

1

n2 − 1

)n

· n

n + 1
≥

podle Bernoulliovy nerovnosti

≥
(

1 +
n

n2 − 1

)
· n

n + 1
=

(n2 + n + 1)n

(n2 − 1)(n + 1)
=

n3 + n2 + n

n3 + n2 − n− 1
=

=
n3 + n2 − n− 1 + 2n

n3 + n2 − n− 1
= 1 +

2n

n3 + n2 − n− 1
> 1.

6) Důkaz těchto tvrzeńı je obvykle součást́ı definice č́ısla e. Monotonii lze dokázat pomoćı
Bernoulliovy nerovnosti.

7) Taktéž.
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