17. cviceni
http://karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Teorie

Nasledujici limity lze poc¢itat piimo pouzitim exponencidlniho triku, totiz postupem
vyuzivajictho vétu o limité slozené funkce (varianta s vnéjsi spojitou funkei)
lim (g1n f)

lim f9 = lim e9™f = ¢oma
r—a T—a

Casto se pro prehlednout pise e¥ jako exply]. Tedy predchozi fadek by vypadal

lim f9 = lim exp[gln f] = exp {lim(g lnf)} .
r—a r—a r—a
V téchto piikladech totiz bude limita sou¢inu gIn f jednodusSe uréitelna. K tomu se
hodi poznamenat, ze plati podle véty o limité slozené funkce (varianta: vnéjsi funkce
spojitd)

lim e/®) = 400, kdykoliv f(z) =% +o0,

Tr—a
lim e/®) =0, kdykoliv f(z) =% —oco.
Tr—a
Ve smyslu téchto rovnosti je zapotiebi chdpat obvykly zapis, kdy piseme e™>° = +o0 a

e > =0.

Limity typu 1

Ukéazeme si, jak se tato metoda pouziva na limity typu 1°°. To znamena, ze pocCitame
limitu lim f(2)9®), kde lim f(z) = 1 a limg(z) = oco. Vypocet se pak obvykle drzf
nasledujicitho schématu:

lim f(2)°®) = lim (1+ (f(z) — 1))@ =

V prvnim kroku jsme pficetli a odecetli ,,chytrou jednicku“. To proto, ze vyraz f(z) —
1 — 0. Proc¢ jsme to ucinili, bude jasné z piistiho kroku.

x x)—1
0+ PO -

= lim
Tr—a

V tomto kroku jsme rozsitili exponent. Utelem je, ze uvniti hranatych zavorek jsme
vyrobili vyraz, ktery se pii substituci y = f(z) — 1 — 0 rovna (1 + y)'/¥, kteryzto
konverguje k Eulerovu ¢islu. Nyni pouzijeme exponencialni trik,

1
— timexp [In (14 (/) — )T - (g(a) () 1) =
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pouzitim véty o limité slozené funkce dostaneme limitu dovniti exponencidly (a posléze
logaritmu) a pomoci véty o soucinu limit dale obdrzime

= exp in (tim, (14 (7() = 1) 77T ) - b ()10 1) =

r—a T—a

Substituci y = f(z) — 1 na prvni limitu ale dostaneme, ze

r—ra

—exp |ty (1 90)7 ) B (9 (1 (0) 1) =

= exp [In(e) - lim g(x)(f(z) ~ 1)| =

r—a

= exp [lim g(2)(f(2) — 1)

T—a

Timto zpusobem se prevede zkoumani limity lim f9 na zkoumani limity sou¢inu lim g(f—
1), coz byvé ¢asto mnohem jednodussi.

Dodejme, zZe tento pievod se d4 odvodit i jednodusseji s pouzitim limity lim,_q % =

1, nebot (zkracené pséno) plati

lim f9 = exp[lim g In f] = exp[lim (;Il_‘fl) dimg(f —1)] = exp[limg(f — 1)].

Priklady
1. Spoctéte limity

(a) (b) (c)

i (14 L) i (12 2) 2\”
T—00 €T

2. Spoctéte limity

(a) (d)

14 2\ -va/d-2) 42\
lim lim
=0\ 2+ z—+oo \ 200 — 1
) (1-vz)/(1-=) © 3
1—+v/x)/(1—2x x2
i (57 ) (372 1)
el \2+z z—too \ 222 + 1 + 1
© (1-vx)/(1-x) ®)
14\ VU ) T tg 2z
i | t —
xEI—Poo <2—|—$> x—1>I:I£1+|:g <8+x>}
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() .
. z2 —1\ =t . 2?42z —1\®
lim 5 lim
z—+oo \ 24 + 1 z—r+o0 \ 222 — 3x — 2
3. Spoctéte limity
(a) (d) "
1 sinx
z—0 z—=0\14+sinx
(b) (e)
lim (1 + 22)°"® ki _(sinz V™
750 lim | —
z—a \ sina
(c) ()
. 1
lim (1 + tg x)smz = lim (sinz)®*
z—0 a—Z

4. Necht funkce f mé v bodé g limitu A € R (lim,_,,, f(z) = A). Ukazte, ze pak

Jim |7(2)| = |A].
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