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Priklady
1. (a)
lim In(1 + 3x)
r—0 xT
(b) ;
lim zln (1 — )
T—00 €T
(c)
62 _ er
lim

r—1— arccos r

(d) Vytknéte nejrychleji rostouci ¢len z logaritmu
In(z?2 — 2 +1)
im ——x
z—+oo In(z10 + z + 1)
Reseni:

Postupujeme vytknutim.

In(z? — 2+ 1) _ In2%(1 — ;—2) . In2? + In(1 —

lm ————————~ =
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1 = 1
z—+oo In(z!0 + 2 + 1) a—too In z0(14 5+ ;

m
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Je nacase vyuzit dalsi hezké vlastnosti logaritmu, konkrétné jeho chovani
vicéi mocninam.

2lnz+In(1 -1
im
z—+00 10lnx + In(1 + xig

+52)
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€T
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A konec¢né posledni vytknuti

24+In(1 -1+ %)/Inz 240 1

72 l

im = = .
r=+0 10 +In(1 4+ 25 + -1p)/Inz 10+0 5

Jen pro pohodli feknéme, Ze vypocet limity vyuziva véty o algebie limit a
vypocet (s prihlédnutim ke spojitosti logaritmu)

In(1-1+4+4;
lim —n( 2t xQ) = lim

In(l -3 +35) .
z—+o00 Inx T—+00 1 rz—+oo Inx

T

= In(1—04-0)-0 = 0.

To, ze lim ﬁ = 0 netfeba zduvodnovat.
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(e) Zbavme se odmocniny

. V1+azxsinz -1
lim 5
z—0 ers — 1
Reseni:
Sledujte vypocet.
V14 zsinze —1 (V1+zsinx —1)/2?

li =1 =
0 er® — 1 20 (ex® —1)/22

Po pouziti véty o limité podilu (limita jmenovatele je rovna jedné) pokrac¢ujeme
roz§ifenim odmocniny.

vV1+xsinxe —1 l1+zsinx —1 1

= lim = lim ———— - lim

z—0 2 z—0 22 201+ zsine+1

i 1 1
= lim ST lim

1
=1- —.
=0 T z—=0 /1 4+ sinz + 1 1+1 2

) (1113: + 1)1”
lim
T—-+00 Inz

substituce y = Inx (véta o limité slozené funkce, varianta s ryze monoténni
(nekonstantni) funkei uvnitt).

1 1\ 1\ 1\Y
lim ( nr+ > = lim (y + > = lim <1 + > =e.
T—400 Inx y—r+00 Y y—rtoo Y

Reseni:

(g) Vytknéte dominantni ¢len z logaritmu

In(z® — arctan z)

lim
z—o0 In(x? + arctan x)

ResSeni:

Vytkneme dominantni ¢len

I In(z® — arctan z) . Inazd(1—2<@ps) 3Ing 4 In (1 - &t
1m = m = im
z—oo In(z? + arctan )  z—oo Inz? (1 + arﬁ#) c—00 2Inx + In (1 i MCZ/‘#
ln(l_arC;aSn x
— lim 3+ ——pz — voar 3+0
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Pouzili jsme limity

. arctan x . arctan x
lim ———— = lim ——— =0,

T—$00 3 T—$00 72

neb arctan z je omezend a 1/ mizejici funkce.
Dale jsme pouzili spojitosti logaritmu (v 1) a opét sou¢in omezené a mizejici.
(h)

lim zarccotg x =1
T—r00

(i)

. /In(22 +4) — Ina?
lim
T—00 arccotg x

(j) Uzijte vzorce pro logaritmus

lim z[ln(x+1) — Inz]
T—+00
(k)
lim z[In(z+1) —Inz]
T—r+00
Reseni: Uzijeme pravidla, Ze rozdil logaritmu je logaritmus podilu a spoji-
tosti logaritmu.

1 1\*
lim z[ln(z+1) —Inz] = lim xlnm+ = lim In <1—|—> =
T—+00 Tr—+00 X T—+00 T
1 €T
In [ lim <1 + > } = Infe] = 1.
Tr—400 T
(a)
In(1 + 2?)

lim ———=
xlir%) ln(l — 33‘2)

lim 2%/ arcsin (V2% +1 — /a5 — 1)

Tr—r00
2
lim zln (1 — 2)
T—00 €T

(d) Vytknéte nejrychleji rostouci ¢len

In(2 + €37)
im ————=~
z—+o0 In(3 + €27)

ResSeni:



Vytknutim, jako obvykle. Pak pouzijte vétu o algebie limit a spojitost loga-

ritmu.
. In(2+ %) . Ined® 4 111(83% +1)
lim ————~< = lim =
T—~400 1n(3 + 62:6) r—+o00 In €27 + ]n(e% + 1)
i 3z +1In(F + 1) . 34+In(% +1)/z 3+0 3
= lim = lim = = —.
v=too 2z 4+ In(3 +1)  w=teo2+41In(3 + 1)/ 2+0 2
(e)
. Vasinzx
lim ——-
=0 e — 1]
Resenti:

I Vzsinx I Vasinz/z? I Vzsinz
im ——- = - ! - lim— =

=0 e¥? — 1 xg% (exz — ]_)/1’2 ) 2

Protoze xsinz je kladny vyraz na okoli nuly, téz tak 22, mizeme doplnit
absolutni hodnoty.

x—0

_ |zsinz|/? | sinz|'/? . |sinz)V2 1 ) sinz . 1
=lim—-———=1lim ———— = lim 7~hmﬂ: lim {/ ——-lim — = 1-+00 = +
T T

z—0 T2 z—0 |x‘3/2 z—0 |m|1/2 z—0 z—0 |m|

(f) Uzijte substituci y =z —a

Inz—Ina
lim ——, kde a >0
T—a T —a
Resenti:

UZzijeme substituci y = = — a.

Inz—1 InZ In £te
limwzlim N = lim N
T—a Tr—a T—=a r — Q y—0 Yy
1 1
: : 1
limln (1+2)" =1n [lim (1+2) ”] =In[e"/"] = ~.
y—0 a y—0 a a
(g) Uzijte a® = e*!n0,
a® —1
lim ,
z—0 X
kde a > 0.
Reseni:
Substituujme y = x 4+ 1 a posléze y = e*. Pak mame
1 2 -1
lim —2% =1 = lim—— =1 = lim ———~ = 1.
y—ly —1 z—0e? — 1 z—0 Z



Tim jsme spocitali piiklad pro specidlni piipad, kdy a je rovno Eulerovu ¢islu
e.

Nyni spoé¢teme limitu pro obecné a > 0. V zavéru substituujeme y = z ln a.

a® —1 6zlna_l 6;tlna,_l ev —1
z—0 T z—0 T z—0 xlna y—0 Yy

-Ina =1Ina.

Reseni:

Zde vyhodné vyuzijeme znalosti limity lim, (1 + %)‘” = e. Stadi upravovat

2 2
. (221" . (2?2 —243\" . 3 \*
lim = lim ( ——— = lim (1+ =
00 \ 12 — 92 T—00 r2 92 T—00 x2—2

Pieved'te na zakladn{ limitu

. In(143%)
lim ———=
z——oo In(1 + 27)

. In(1+43%)
lim ———=¢
z——oo In(1 + 2%)

Reseni: Protoze 3* — 0, pokud & — —o0, vede k cili nendpadné rozsiteni.

In(143%)

_In(1+37) :vggloo 3® N
lim = . lim = =
T——00 ]n(l + 296) lim In(1+2%) 25 00 2%
z——oco  2°

Substituce y = 3% a z = 2% dav4 ihned v kombinaci s faktem, ze % >1,a
tedy (3) kles4 v minus nekone¢nu k nule

Y 1

_lim In(1+z) z5—0o \ 2
z—0 z



(1) Vytknéte...
lim In(1+ vz + )
oo In(1 + ¢z + Yx)

Resent:
V citateli vytknéte y/z, dole /= (oba ¢leny s nejvyssi mocninou u x).

lim In(1+ vz + ) lim In/z + In(z=Y2 + 1 4 271/6)
z—+oo In(14 Yz + x)  o—tooIn Yz + In(x~1/3 + 1 + 2-1/12)

tnz+ In(z=12 414 271/6)

im =
z—+o00 %lnx +In(z=1/3 + 1 4+ 21/12)

L4z V24+1+27%)/Ing B 140 3

im = —
T—+00 % +In(z=1/3 +14+271/12)/Inz % +0 2

(m) Vytkneme dominantni ¢len

. In(1+43%)
lim ——=¢
z—+oo In(1 + 2%)

Reseni:
V citateli i jmenovateli jsou dominantnimi ¢leny exponencialy. Vytkneme je
tedy. Sledujte, co se bude dit.

In(1+3%) . In3*(3*+1)  In3"+In(3*+1)

sotoo In(1 +27)  arioo In2%(2-7 4 1)  a—too 027 + In(2-7 + 1)

i rln3+mn(B3*+1) . In3+InB*+1)/z
z—+oo xln2 + In(27% 4+ 1)

T 5o In2 + In(2-* + 1)/

Véta o limité podilu a o limité souc¢tu dava (s prihlédnutim k fatku, ze
0/cc = 0, hranaté zdvorky naznacuji neoficidlni ¢ast vypoctu; pokud ale
mate zavedenu algebru nekonecen, je vse v poradku)

<<: In3 +1In(0 + 1)/(—|—oo)>> _ In3

2+1In(0+1)/(+oc) T In2

(n) Pujéte si a®, roztrhnéte, vytknéte a® a a®~!.

.oa® —zx°
lim ,
T=a T —Q

kdea >0
Reseni:
Postupujeme trikem vhodného rozsiteni za pomoci limity z pfedchoziho prikladu.

) T a ) a® — a% + g% — 2@ ] a® a ' % — g%
lim = lim = lim — lim =

T—a I — a T—a T —a T—a T —a T—a T —aQ

a” —x —a
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Nyni jde vlastné o pocitani derivaci funkci a” a z® v bodé a.

T—a _ |

= lim ¢ — — lim a*~

xz
1 a)
z—a T —a z—a %

V prvni limité substituujeme y = x — a, ve druhé z = z/a.

. a¥ —1 . z¢—1 . _etlnz_q
= lim a* Z  —¢*lna—lime* ' ——— =
y—0 Yy z—1 z—1 z—1 z—1

Nyni chytie rozsitime a uzijeme substituci £ = z — 1 na posledni zlomek. Viz
téz priklad XXI.B.1.

alnz
. _q€ —1 alnz
=a%lnag—lima® '——= . lim =
21 alnz z—1 2z —1

In(t+1
=a%lna—a* " 1-a~limM =a’lna—a"-1=a"(Ina—1).
t—0

Pujcte si z a postupujte obdobné

¥ —a®
lim ——,
T—=a T —Q

kde a >0
Resent:
Postupujeme trikem vhodného rozsireni.

xT a

. 2t —a ot =2+ 2% —a? R A 2% —a®
lim — = lim =lim — + lim — =
T—=a T —a T—a T —a T—=a T —a T—=a T —a

Druhou limitu uz zndme a vime, Ze je rovna a® (viz vypocet v minulém
prikladu). Zbyva spocitat prvni limitu.

¥ —

a T—a _ | (z—a)Inz __ 1
= lim 7x+aa = lim <.’Baw> —|—aa = lim (flfae —|—a,a =
a

rz—a T — r—a T—a Tr—a

) " e(:c—a) Inz _ " ) " ) 6(ac—a) nz _q .
=l ey ) T T et ) fim e =

Substituce y = (x — a) Inx na druhou limitu.

v 1
:aalna-lime

+a*=a"lna+a”=a(lna+1).
y—0 Yy



lim (1+ 5>I

T—r+00 x
Resent:
Pokud ¢ > 0, tak substituujeme y = x/c a dostaneme

c\T 1 yc 1 yic
lim (1+5) = lim <1+> ~ lim [(HH =
T—r+00 €T Yy—r+0o0 Yy y——+00 Y

nebot mocninng funkce z¢ je spojitd. Pokud ¢ = 0, vSe je trividlni. Pokud
¢ < 0, potom pouzijeme substituce y = —x/c a dostaneme

z 1\ v —1\ ¥ ve
lim (1+5) = lim <1 - ) = lim <y> = lim (y) =
x—>+00 X y——+00 Y y——+o00 Y y—=Foo \y — 1
1 41\ve 1 (y—1)ct+c
— tm () = hm (14— =
y——+o0 y—1 y——+00 y—1

1\ " 1 \°
1+7 . 11m 1‘1‘7 :66-16260.
y—1 y—+oo y—1

Limita prvni plyne tieba substituci z =y — 1.
. <3c + a) v
lim
T—=+00 \ T —a

Jednoduchou tpravou dostaneme

lim (:L‘—l—a) = lim (WL) = lim <1+ a4 ) = 2,
r—=oo \ T — a T—00 T —a T—00 Tr—a

= lim
Yy—r—+00

ResSeni:




