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1.

lim
x→0

sin 5x

x

Řešeńı:

Užijeme substituci y = 5x. Když x→ 0, potom také y = 5x→ 0, a proto plat́ı:

lim
x→0

sin 5x

x
= lim

y→0

sin y
y

5

= 5 · lim
y→0

sin y

y
= 5 · 1 = 5.

2.

lim
x→∞

sinx

x

Řešeńı:

Př́ıklad je velmi jednoduchý, jenom je třeba nepodlehnout automatismu! Protože
−1 ≤ sinx ≤ 1 pro libovolné x ∈ R, plat́ı:

0
x→∞←−−− −

1

x
≤

sinx

x
≤

1

x

x→∞−−−→ 0,

a tedy muśı být podle věty o srovnáńı

lim
x→∞

sinx

x
= 0.

3.

lim
x→0

tg x

x

Řešeńı:

Poč́ıtejme.

lim
x→0

tg x

x
= lim

x→0

sinx

x
·

1

cosx
= 1 ·

1

1
= 1.

4.
lim
x→0

xcotg 3x

Řešeńı: Poč́ıtejme.

lim
x→0

xcotg 3x = lim
x→0

x
cos 3x

sin 3x
= lim

x→0

3x

sin 3x
·
cos 3x

3
= 1 ·

1

3
=

1

3
.

1



5.

lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x

Řešeńı:

Poč́ıtejme.

lim
x→0

tg x− sinx

sin3 x
= lim

x→0

sinx− sinx cosx

sin3 x cosx
= lim

x→0

1− cosx

sin2 x cosx
=

Nyńı vhodně rozš́ı̌ŕıme a použijeme př́ıkladu VI.4.

= lim
x→0

1−cosx

x2

sin2 x

x2

·
1

cosx
=

1

2

12
·
1

1
=

1

2
.

6.

lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sinx

Řešeńı:

Zlomek roztrhneme na dva a vhodně rozš́ı̌ŕıme.

lim
x→0

sin 5x− sin 3x

sinx
= lim

x→0

sin 5x

sinx
− lim

x→0

sin 3x

sinx
= lim

x→0

sin 5x

5x

sinx

x

·5− lim
x→0

sin 3x

3x

sinx

x

·3 =
1

1
·5−

1

1
·3 = 2.

7.

lim
x→0

cosx− cos 3x

x2

Řešeńı: Přičteme a odečteme
”
chytrou jedničku“, zlomek roztrhneme na dva a

vhodně rozš́ı̌ŕıme. Pak použijeme př́ıkladu VI.4.

lim
x→0

cosx− cos 3x

x2
= lim

x→0
−
1− cosx− (1− cos 3x)

x2
= − lim

x→0

1− cosx

x2
+lim

x→0

1− cos 3x

x2
=

= −
1

2
+ lim

x→0

1− cos 3x

(3x)2
· 9 = −

1

2
+

9

2
= 4.

8.
lim
x→

π

4

tg 2xtg
(π

4
− x

)

Řešeńı: Nejprve si výraz trochu zjednodušme.

lim
x→

π

4

tg 2x·tg
(π

4
− x

)

= lim
x→

π

4

sin 2x

cos 2x
·
sin

(

π

4
− x

)

cos
(

π

4
− x

) = lim
x→

π

4

sin
(

π

4
− x

)

cos 2x
· lim
x→

π

4

sin 2x

cos
(

π

4
− x

) =

2



S přihlédnut́ım k faktu, že sin π

2
= 1 a cos 0 = 1 dostaneme

= lim
x→

π

4

sin
(

π

4
− x

)

cos 2x
·

sin 2 · π
4

cos(π
4
− π

4
)
= lim

x→
π

4

sin
(

π

4
− x

)

cos 2x
=

Nyńı pro názornost použijeme substituci y = π

4
− x.

= lim
y→0

sin y

cos 2(π
4
− y)

= lim
y→0

sin y

cos(π
2
− 2y)

=

Dále užijeme součtový vzorec cos(α−β) = cosα cosβ+sinα sinβ na jmenovatel.

= lim
y→0

sin y

cos π

2
cos 2y + sin π

2
sin 2y

= lim
y→0

sin y

sin 2y
=

A nyńı přijde chytré rozš́ı̌reńı.

= lim
y→0

sin y

y

sin 2y

2y

·
1

2
=

1

2
.

9.

lim
x→a

sinx− sin a

x− a

Řešeńı: Poč́ıtejme.

lim
x→a

sinx− sin a

x− a
= lim

x→a

2 sin x−a

2
cos x+a

2

x− a
= lim

x→a

sin x−a

2

x−a

2

· lim
x→a

cos
x+ a

2
= 1·cos

a+ a

2
= cos a.

10.

lim
x→

π

6

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1

Řešeńı:

Trik je v použit́ı metod na rozklad kvadratického trojčlenu (třeba poč́ıtáńım
kořen̊u kvadratické rovnice nebo uhodnut́ım). Zde plat́ı

lim
x→

π

6

2 sin2 x+ sinx− 1

2 sin2 x− 3 sinx+ 1
= lim

x→
π

6

(2 sinx− 1)(sinx+ 1)

(2 sinx− 1)(sinx− 1)
=

= lim
x→

π

6

sinx+ 1

sinx− 1
=

1

2
+ 1

1

2
− 1

= −3.
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11.

lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3

Řešeńı:

Poč́ıtejme. Nejprve se vypořádáme s odmocninami.

lim
x→0

√
1 + tg x−

√
1 + sinx

x3
= lim

x→0

1 + tg x− 1− sinx

x3
· lim
x→0

1
√
1 + tg x+

√
1 + sinx

=

= lim
x→0

tg x− sinx

x3
·
1

2
=

1

2
lim
x→0

sinx

cosx
− sinx

x3
=

1

2
lim
x→0

sinx− sinx cosx

x3 cosx
=

1

2
lim
x→0

sinx(1− cosx)

x3 cosx
=

=
1

2
lim
x→0

sinx

x

1− cosx

x2
1

cosx
=

1

2
· 1 ·

1

2
·
1

1
=

1

4
.

12.

lim
x→0

x2
√
1 + x sinx−

√
cosx

Řešeńı:

Poč́ıtejme. Nejprve se vypořádáme s odmocninami.

lim
x→0

x2
√
1 + x sinx−

√
cosx

= lim
x→0

x2

1 + x sinx− cosx
·
√
1 + x sinx+

√
cosx

1
= lim

x→0

x2

1 + x sinx− cosx
·

= 2 · lim
x→0

1
1+x sinx−cosx

x2

= 2 · lim
x→0

1
1−cosx

x2 + sinx

x

= 2 ·
1

1

2
+ 1

= 2 ·
1
3

2

=
4

3
.

lim
x→0

√
1− cosx2

1− cosx

Řešeńı:

Poč́ıtejme

lim
x→0

√
1− cosx2

1− cosx
= lim

x→0

√
1− cosx2

1− cosx

x2
√
x4

= lim
x→0

x2

1− cosx
· lim
x→0

√

1− cosx2

x4
= 2

1
√
2
=
√
2

13.

lim
x→π

sinmx

sinnx

, kde m,n jsou přirozená č́ısla.

Řešeńı:

Substituujeme y = x− π. Jestliže x→ π, potom y → 0, a tedy plat́ı.

lim
x→π

sinmx

sinnx
= lim

y→0

sinm(y + π)

sinn(y + π)
= lim

y→0

sin(my +mπ)

sin(ny + nπ)
=

4



Nyńı použijeme součtový vzorec sin(α+β) = sinα cosβ+sinβ cosα a přihlédneme
k faktu, že cosmπ = (−1)m a sinmπ = 0 pro libovolné m přirozené.

= lim
y→0

sinmy cosmπ + sinmπ cosmy

sinny cosnπ + sinnπ cosny
= lim

y→0

(−1)m sinmy

(−1)n sinny
=

A nyńı ještě vhodně rozš́ı̌ŕıme, použijeme větu o aritmetice limit a vše bude jasné.

= lim
y→0

(−1)m sinmy

my

(−1)n sinny

ny

·
m

n
= (−1)m−n

m

n
.
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