
13. cvičeńı

Př́ıklady

1. (a)

∞∑
n=1

(−1)n(
n
√

3− 1)

Řešeńı: Otestujeme limitu

lim
n→∞

n
√

3− 1 = lim
n→∞

n
√

3− lim
n→∞

1 = 1− 1 = 0.

Je vidět, že posloupnost je neklesaj́ıćı, tedy z Leibnize řada konverguje,

(b)
∞∑
k=1

(−1)k
1

ln k

Řešeńı: Řada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot’ 1
ln k

k→∞−−−→ 0. Posloup-
nost 1

ln k
je zjevně nerostoućı.

(c)

∞∑
n=1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2

Řešeńı: Řada nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence

lim
n→∞

2n2 + 3n+ 4

3n2 + 2
=

2

3
6= 0,

tedy řada diverguje.

2. (a)
∞∑
k=1

(−1)k
k

k + 1
cos 2kπ

Řešeńı: Řada diverguje, neb nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence:

lim(−1)k
k

k + 1
cos kπ = (−1)k

k

k + 1
(−1)k = 1.
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(b)
∞∑
k=0

(−1)k

k

k2

k2 + 1

Řešeńı: Podle Leibnizova kritéria konverguje řada
∑∞

k=0
(−1)k

k
. Následně podle

Abela konverguje také
∑∞

k=0
(−1)k

k
k2

k2+1
, nebot’ posloupnost k2

k2+1
je monotónńı.

(c)
∞∑
k=1

(−1)k
(

2k + 10

3k + 1

)k

Řešeńı: Řada konverguje absolutně podle odmocninového kritéria, nebot’

lim
k→∞

k
√
|ak| = lim

k→∞

2k + 10

3k + 1
=

2

3
< 1.

(d)
∞∑
k=1

(−1)k
k sin k

k2 + 1

Řešeńı: Označme ak obecný k-tý člen řady. Nejprve vylouč́ıme absolutńı kon-
vergenci porovnáńım s řadou

∑
k | sin k|/k. To je divergentńı řada podle faktu

uvedeného na začátku odd́ılu o konvergenci obecných řad. Přitom

lim
k→∞

|ak|
| sin k|/k

= lim
k→∞

k
k2+1

1
k

= 1.

Tud́ıž vyšetřovaná řada nemůže konvergovat absolutně.

Uprav́ıme nyńı člen řady na tvar

(−1)k
k sin k

k2 + 1
= (−1)k

sin k

k
· k2

k2 + 1
.

Dokážeme-li nyńı konvergenci řady
∑

k(−1)k sin k
k

, pak, vzhledem k tomu, že

posloupnost { k2

k2+1
} je evidentně omezená (má limitu) a monotónńı, z Abelova

kritéria bude vyplývat také neabsolutńı konvergence vyšetřované řady.

Nyńı použijeme triku rozděleńı řady na dvě, na řadu sudých a lichých člen̊u.

∞∑
k=1

(−1)k
sin k

k
?
=

∑
k=1,3,5,...

(−1)k
sin k

k
+

∑
k=2,4,6,...

(−1)k
sin k

k

což po úpravě dává

∞∑
k=1

(−1)k
sin k

k
?
=

∑
k=1,3,5,...

−sin k

k
+

∑
k=2,4,6,...

sin k

k

2



Z následuj́ıćı poznámky plyne, že pokud dokážeme konvergenci řad na pravé
straně, pak konverguje také řada na straně levé a rovnost s otazńıkem plat́ı.

Avšak konvergence obou řad na pravé straně plyne z Dirichletova kritéria.
Protože 1

k
→ 0 monotónně, stač́ı ověřit stejnou omezenost částečných součt̊u

řad
∑

k sin k sč́ıtaných přes sudé a liché členy.

Řada
∑

k sin kxmá totiž omezené částečné součty pro všechna x ∈ R. Položeńım
x = 2 tedy zjǐst’ujeme, že řada

∑
k sin(2k) =

∑
k=2,4,... sin k má omezené částečné

součty. A protože∣∣∣∣∣
N∑

k=1,3,5,...

sin k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

sin k −
N∑

k=2,4,6,...

sin k

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣

N∑
k=1

sin k

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
N∑

k=2,4,6,...

sin k

∣∣∣∣∣
a obě řady napravo maj́ı stejně omezené částečné součty, plyne odtud stejná
omezenost částečných součt̊u i pro řadu lichých člen̊u.

T́ım je neabsolutńı konvergence vyšetřované řady dokázána.

(e) Užijte faktu 2 sin2 = 1− cos 2k

∞∑
k=0

sin2 k

k

Řešeńı: Pomoćı faktu výše ṕı̌seme

∞∑
k=0

sin2 k

k
=

1

2

∞∑
k=0

1

k
− 1

2

∞∑
k=0

cos 2k

k
.

Prvńı řada diverguje, druhá konverguje z Dirichleta (a fakt̊u). Tedy součet
vpravo je dobře definován a řada diverguje.

(f)
∞∑
k=1

(−1)k
k sin2 k

k2 + 1

Řešeńı: Ukážeme, že řada nekonverguje absolutně. K tomu stač́ı dokázat
divergenci řady

∑
k

sin2 k
k

a použ́ıt limitńı srovnávaćı kritérium. Nyńı plat́ı, že
sin2 x = 1−cos 2x

2
a tud́ıž

∑
k

sin2 k

k
=
∑
k

1− cos 2k

k
=
∑
k

1

k
−
∑ cos 2k

k
,

přičemž posledńı řada napravo
∑

k
cos 2k

k
konverguje podle Dirichletova kritéria,

nebot’ 1
k
→ 0 monotónně a

∑
k cos kx má omezené částečné součty pro každé

3



x ∈ R, tedy speciálně také pro x = 2. Tud́ıž součet řady
∑

k
cos 2k

k
= S je reálné

č́ıslo, a protože harmonická řada diverguje do +∞, plat́ı∑
k

sin2 k

k
=
∑
k

1− cos 2k

k
=
∑
k

1

k
−
∑ cos 2k

k
= +∞− S = +∞.

Ukážeme, že řada konverguje neabsolutně. Za t́ımto účelem řadu roztrhněme
na dvě:

∞∑
k=1

(−1)k
k sin2 k

k2 + 1
=
∞∑
k=1

(−1)k
k(1− cos 2k)/2

k2 + 1
=
∞∑
k=1

(−1)k
1

2

k

k2 + 1
−
∞∑
k=1

(−1)k
k cos 2k

k2 + 1
.

Prvńı z řad napravo konverguje podle Leibnizova kritéria. Pro druhou lze použ́ıt
analogický postup jako v minulém př́ıkladě.

(g)
∞∑
k=0

cos 2k

ln k

Řešeńı:

Absolutně řada nekonverguje neb

| cos 2k|
ln k

≥ | cos 2k|
n

,

kterážto diverguje (fakta o goniometrických řadách).

Neabsolutně řada konverguje z Dirichleta, neb cos 2k má omezené částečné
součty a 1/ ln k → 0.

(h)
∞∑
k=1

(−1)k
cos2 k

ln k

Řešeńı:

Řada nekonverguje absolutně, nebot’∑
k

cos2 k

ln k
=
∑
k

1 + cos 2k

2 ln k
=
∑
k

1

2 ln k︸ ︷︷ ︸
=+∞

+
∑
k

cos 2k

2 ln k︸ ︷︷ ︸
konverg. řada

= +∞,

nebot’ druhá z řad je konvergentńı podle Dirichletova kritéria d́ıky omezenosti
částečných součt̊u řady

∑
k cos 2k (plyne z prvńıho faktu o

”
goniometrických“

řadách v úvodu odd́ılu o konvergenci obecných řad).
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Řada konverguje neabsolutně, nebot’

∞∑
k=1

(−1)k
cos2 k

ln k
=
∞∑
k=1

(−1)k
1 + cos 2k

2 ln k
=
∞∑
k=1

(−1)k
1

2 ln k
+
∞∑
k=1

(−1)k
cos 2k

2 ln k
,

přičemž prvńı z řad napravo konverguje podle Leibnizova kritéria a pro druhou
lze už́ıt analogický postup jako v př́ıkladu (??) – rozděleńı na sudé a liché členy
(t́ım zmiźı (−1)k) a použit́ı Dirichletova kritéria.

(i)
∞∑
k=1

Ak

Ak + 1
sin k,

kde A > 0.

Řešeńı:

Pokud A > 1, potom řada diverguje, nebot’ nesplňuje nutnou podmı́nku kon-
vergence; jej́ı koeficienty nekonverguj́ı k nule. Pokud A = 1, plat́ı totéž.

Pokud 0 < A < 1, potom

Ak

Ak + 1
| sin k| ≤ Ak

1 + Ak
≤ Ak

1
= Ak,

a protože
∑
Ak je absolutně konvergentńı (geometrická) řada, řada konverguje

absolutně podle srovnávaćıho kritéria.

(j)
∞∑
k=1

(−1)k
sinh kx+ cosh kx

e2kx
,

kde x ∈ R.

Řešeńı:

Upravme

sinh kx+ cosh kx

e2kx
=
ekx − e−kx + ekx + e−kx

2e2kx
=

ekx

e2kx
=

1

ekx
= e−kx.

Odtud je zřejmé:

1. Pro x ≤ 0 řada diverguje, nebot’ nesplňuje nutnou podmı́nku konvergence;
koeficienty řady nekonverguj́ı do nuly.

2. Pro x < 0 řada konverguje absolutně, nebot’∑
k

|(−1)ke−kx| =
∑
k

(e−x)k

je konvergentńı geometrická řada, protože 0 < e−x < 1.
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3. (a)
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
zn

Řešeńı: Pro |z| < 1 konverguje absolutně podle limitńıho pod́ılového kritéria,
nebot’

lim

|(−1)n+2| |z|n+1

n+1

|(−1)n+1| |z|n
n

= lim
|z|
1

n

n+ 1
= |z| < 1.

Pro |z| > 1 diverguje, nebot’ limita koeficient̊u bud’ neexistuje nebo neńı nulová.
Pro z = 1 řada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutně), nebot’

posloupnost { 1
n
} je monotónńı a konverguje k nule.

Pro z = −1 řada diverguje, nebot’ (−1)n+1(−1)n

n
= −1/n a řada

∑
− 1

n
je harmon-

ická s minusem.

(b)
∞∑
k=1

xk

1 + x2k

Řešeńı: Pokud x = 0, řada konverguje absolutně (triviálńı). Odhad (za-
pomenut́ı členu x2k ve jmenovateli)∣∣∣∣ xk

1 + x2k

∣∣∣∣ ≤ |x|k
dává, že pro |x| < 1 řada konverguje absolutně srovnáńım s geometrickou řadou.

Pokud x = ±1, řada konvergovat nemůže, nebot’ ak = (±1)k

1+(±1)2k
= (±1)k

2
6→ 0.

Necht’ nyńı |x| > 1. Potom odhad (zapomenut́ı jedničky ve jmenovateli)∣∣∣∣ xk

1 + x2k

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ xkx2k

∣∣∣∣ =
1

|x|k

dává, že řada konverguje absolutně srovnáńım s geometrickou řadou.

(c)
∞∑
k=1

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

Řešeńı: Plat́ı, že (pro k ≥ 4)∣∣∣∣(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3

∣∣∣∣ =
2k2 + 3k + 4

2k4 + 3
=

1

k2

2 + 3/k + 4/k2

2 + 3/k4
≤ 1

k2

2 + 1 + 1

2
=

2

k2
.

Tento odhad dává absolutńı konvergenci naš́ı řady pomoćı srovnávaćıho kritéria.
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(d)
∞∑
k=1

(−1)k
2k2 + 3k + 4

2k3

Řešeńı:

Odhad
2k2 + 3k + 4

2k3
=

1

k

2 + 3/k + 4/k

2
≥ 1

k

2

2
=

1

k

dává, že řada nemůže konvergovat absolutně podle srovnávaćıho kritéria (nebot’

harmonická řada neńı konvergentńı). Je ale jednoduché ověřit, že

2k2 + 3k + 4

2k3

k→∞−−−→ 0.

Ukážeme, že konvergence je od jistého členu monotónńı. Tedy, že

2k2 + 3k + 4

2k3
≥ 2(k + 1)2 + 3(k + 1) + 4

2(k + 1)3
.

Úpravou dostaneme

2(2k2 + 3k + 4)(k + 1)3 ≥ 2k3(2k2 + 4k + 2 + 3k + 3 + 4)

2(2k2 + 3k + 4)(k3 + 3k2 + 3k + 1) ≥ 4k5 + 14k4 + 18k3)

4k5 + 18k4 + 38k3 + 46k2 + 30k + 8 ≥ 4k5 + 14k4 + 18k3

4k4 + 20k3 + 46k2 + 30k + 8 ≥ 0

což je samozřejmě pravdivá nerovnost pro libovolné k přirozené.

(e)
∞∑
k=1

k4xk

Řešeńı:

Pro |x| < 1 konverguje absolutně podle pod́ılového kritéria, nebot’

lim
k→∞

(k + 1)4 · |x|k+1

k4 · |x|k
= lim

k→∞

(k + 1)4

k4
· |x| = |x| < 1.

Pokud |x| ≥ 1, nekonverguje, nebot’ lim k4|x|k = +∞, a proto neńı možné, aby
lim k4xk = 0.
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(f)
∞∑
k=1

cos(k2π)
(√

k + 9−
√
k
)

Řešeńı: Plat́ı, že k2 je liché, právě když k je liché. Proto

cos(k2π) = cos(kπ) = (−1)k.

Dále je
√
k + 9−

√
k =

9
√
k + 9 +

√
k
≥ 9√

k
.

Z těchto výpočt̊u je zřejmé, že řada absolutně konvergovat nemůže (řada 9√
k

neńı konvergentńı), ale konverguje neabsolutně podle Leibnizova kritéria.

(g)
∞∑
k=2

(−1)k

2k + (−1)k

Řešeńı:

Absolutńı konvergence je vyloučena odhadem 1
2k+(−1)k

≥ 1
2k−1

. Ukážeme, že
řada konverguje neabsolutně.

Leibnizovo kritérium lze použ́ıt př́ımo, protože nerovnosti

2k+1 ≤ 2(k+1)−1, 2k−1 ≤ 2(k+1)+1 =⇒ 1

2k + (−1)k
≥ 1

2(k + 1) + (−1)k+1

jsou pravdivé.
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