13. cviceni

Priklady
1. (a)

[e.e]

DBCVRCERSY

n=1
Reseni: Otestujeme limitu

lim V/3—-1=lim V3—lim1=1—1=0.

n—o0 n—oo n—oo

Je vidét, ze posloupnost je neklesajici, tedy z Leibnize fada konverguje,
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S~ PR . . . el k—00
Reseni: Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot ﬁ — 0. Posloup-l
nost ﬁ je zjevné nerostouci.
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Reseni: Rada nespliiuje nutnou podminku konvergence

2n?+3n+4 2
lim ————=-#0
Mg 37
tedy tfada diverguje.
2. (a)
i(—l)k b cos 2k
— kE+1

Reseni: Rada diverguje, neb nespliiuje nutnou podminku konvergence:

lim(—1)* coskm = (—1)f——(~1)F = 1.

k
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nebot posloupnost k2—+1 je monotonni.

Reseni: Podle Leibnizova kritéria konverguje fada 35 Pl 0 . Nasledné podle

Abela konverguje také Zk 0 VA -

k k2410
> 2k + 10
—1)*
S (Y

k=1

Reseni: Rada konverguje absolutné podle odmocninového kritéria, nebot

2k+10 2
lim +/ = li =-<1.
Pl s koo 3k +1 3 =

[e.e]

ksink
—1)*
2 (1) k?+1

k=1

Reseni: Oznaéme a;, obecny k-ty ¢len fady. Nejprve vylouéime absolutni kon-
vergenci porovnanim s fadou ), |sink|/k. To je divergentni fada podle faktu
uvedeného na zacatku oddilu o konvergenci obecnych rad. Pritom

k

ak . k241

lim | | _ =1 TJ“ =1
k—o00 | sin k|/k} k—o00 ¥

Tudiz vysetfovana fada nemuze konvergovat absolutné.

Upravime nyni ¢len fady na tvar

ksink . LSink k2

<_1)kk2+1_( - R+l

ksmk

Dokazeme-li nyni konvergenci fady ) ,(—1) , pak, vzhledem k tomu, ze

posloupnost { kfil} je evidentné omezena (méa hmltu) a monoténni, z Abelova

kritéria bude vyplyvat také neabsolutni konvergence vysetrované rady.
Nyni pouzijeme triku rozdéleni fady na dvé, na fadu sudych a lichych ¢lenu.

> koo ink ink
Z kSID Z (_1)k812 + Z (_l)kSHI;

k=1 k=1,3,5,... k=2,4,6,...

coz po uprave dava

ad sink - smk sin k
Spfts 3 b, 5o

k=1 k=2,4,6,...
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7 nasledujici poznamky plyne, ze pokud dokédzeme konvergenci rad na pravé
strané, pak konverguje také fada na strané levé a rovnost s otaznikem plati.

Avsak konvergence obou fad na pravé strané plyne z Dirichletova kritéria.
Protoze % — 0 monoténné, staci ovérit stejnou omezenost ¢astecnych souctu
fad ), sin k s¢itanych pfes sudé a liché ¢leny.

Rada >, sin kx ma totiz omezené ¢astecné soucty pro véechna x € R. Polozenim
x = 2 tedy zjistujeme, ze fada ), sin(2k) = >, _,, sink md omezené castecné
soucty. A protoze

N N N
E sink| = E sink| < E sin k
k=1,35,... k=2,4,6,... k=2,4,6,...

a obé Tady napravo maji stejné omezené casteéné soucty, plyne odtud stejna
omezenost ¢dstecnych souctu i pro fadu lichych ¢len.

Tim je neabsolutni konvergence vysettované fady dokazana.

Uzijte faktu 2sin® = 1 — cos 2k

k=0
Reseni: Pomoci faktu vyse piseme
=325 2
k=0 k=0 k=0

Prvni fada diverguje, druhd konverguje z Dirichleta (a faktu). Tedy soucet
vpravo je dobfe definovan a rada diverguje.

i (—1)* ksin® k

- 2

pt k?+1

Reseni: Ukézeme, ze fada nekonverguje absolutné. K tomu staci dokézat
divergenci fady ), siik 5 pouzit limitn{ srovnavaci kritérium. Nyni plati, ze

%
sin? @ = =082z 4 tudiz

2
sin? k — cos 2k Cos Zk
I S DI

pficemz posledni fada napravo ), % konverguje podle Dirichletova kritéria,

nebot 7 — 0 monoténné a Y, coskz md omezené Edstecné soucty pro kazdé




cos 2k

z € R, tedy specidlné také pro z = 2. Tudiz soucet fady ), = S je redlné

¢islo, a protoze harmonicka fada diverguje do +oo, plati

sir;jk:zl—COSZk Z__ZCOSZI{Z oo — § = 4oo.
k

Ukazeme, ze fada konverguje neabsolutné. Za timto tcelem fadu roztrhnéme
na dveé:

k

- kEsin?k k(1 —cos2k)/2 & 1 k - k cos 2k
—1)* = (—1)f = (—1)F= —y (—1)F .
;< ) k2 +1 ;( ) k2 +1 ;( )2k2+1 ;( ) k2 +1

Prvni z fad napravo konverguje podle Leibnizova kritéria. Pro druhou lze pouzit
analogicky postup jako v minulém piikladeé.

> cos 2k
Ink

k=0
Reseni:
Absolutné fada nekonverguje neb

| cos 2k| < | cos 2k|
Ink — n
kterdzto diverguje (fakta o goniometrickych fadéch).

Neabsolutné tada konverguje z Dirichleta, neb cos2k m&a omezené castecné
soucty a 1/Ink — 0.

Reseni:
Rada nekonverguje absolutné, nebot

cos? k 1+ cos 2k cos2k
Ink —zk: 2Ink _2211’1]{? 21nl€ %0

—+oo konverg rada

nebot druhd z fad je konvergentni podle Dirichletova kritéria diky omezenosti
castecnych souctu fady ), cos2k (plyne z prvniho faktu o ,goniometrickych®
radach v uvodu oddilu o konvergenci obecnych tad).



Rada konverguje neabsolutné, nebot

> cos? k > 1+ cos 2k > 1 > cos 2k
;( Y ;( TY, ;( ) 2lnk+;( ) Sk

pricemz prvni z fad napravo konverguje podle Leibnizova kritéria a pro druhou
1ze uzit analogicky postup jako v piikladu (??) — rozdéleni na sudé a liché ¢leny
(tfm zmiz{ (—1)*) a pouzit{ Dirichletova kritéria.

o gk
———sink,
kz_; Ak 4+ 1
kde A > 0.
Resent:
Pokud A > 1, potom fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku kon-
vergence; jeji koeficienty nekonverguji k nule. Pokud A = 1, plati totéz.
Pokud 0 < A < 1, potom
Ak AF Ak

' < < = AF
A’f—|—1‘sml€’_1+Ak_ . A",

a protoze Y A¥ je absolutné konvergentni (geometrickd) fada, fada konverguje
absolutné podle srovnavaciho kritéria.

i(_l)ksinh kz + cosh kz

Pt e2kx )
kde z € R.
Resent:
Upravme
sinh kx +cosh kx M —e ™ p b e hr oo
e2kx - g2k - e2kz - GE =€ '

Odtud je zfejmé:
1. Pro x < 0 fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence;
koeficienty fady nekonverguji do nuly.

2. Pro x < 0 fada konverguje absolutné, nebot
Dol e = e )
k K

je konvergentni geometrickd rada, protoze 0 < e < 1.



> -1 n+1
n
n=1
Reseni: Pro |z| < 1 konverguje absolutné podle limitntho podilového kritéria,
nebot

[(=1)"*2] 2"+ 2|
lim IR lim T |z] < 1.
Pro |z| > 1 diverguje, nebot limita koeficientt bud neexistuje nebo nenf nulova.
Pro z = 1 fada konverguje podle Leibnizova kritéria (neabsolutné), nebot
posloupnost {%} je monoténni a konverguje k nule.
Pro z = —1 fada diverguje, nebot w =—1/natada —% je harmon-

ickd s minusem.

Reseni: Pokud x = 0, fada konverguje absolutné (trividlni). Odhad (za-
pomenut{ ¢lenu 2% ve jmenovateli)

k

‘ T

k
1+ 2k <2

davé, ze pro |z| < 1 fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.

Pokud z = +1, fada konvergovat nemuze, nebot aj, = 5 ﬁ:i;k = (i;)k 4 0.

Necht nyn{ |z| > 1. Potom odhad (zapomenuti jednicky ve jmenovateli)

k k

i
x2k

1

T
el

1+ 22|~

dava, ze rada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.

i(_l)k%? +3k+4
2k* +3

k=1

Reseni: Plati, ze (pro k > 4)

124141 2
o2 kY

(_1>k2k2+3k+4‘: 2k* +3k+4 1 243/k+4/k -

2k% +3 2kt +3 k2 24+ 3/k!

Tento odhad dava absolutni konvergenci nasi fady pomoci srovnavaciho kritéria.



[e.9]

Z 2k2 + 3k +4
=1
Reseni:

Odhad
2k? + 3k + 4 12+3/k+4/k 12 _1

2k3 ok 2 - k;2 k
déava, ze fada nemuze konvergovat absolutné podle srovndvaciho kritéria (nebot
harmonickd fada neni konvergentni). Je ale jednoduché ovérit, ze

2k + 3k +4 koo
2k3

> 0.

Ukazeme, ze konvergence je od jistého ¢lenu monoténni. Tedy, ze

2k? 4+ 3k + 4 S 20k +1)2+3(k+1)+4
243 - 2(k +1)°

ijravou dostaneme
2(2k? + 3k +4)(k +1)* > 2k3(2k* + 4k + 2+ 3k + 3 + 4)

2(2k% 4+ 3k + 4)(K® 4+ 3k* + 3k + 1) > 4k° + 14K* + 18K?)
AKS + 18k™ + 38k3 + 46k2 + 30k + 8 > 4k° + 14k* + 18k3
Ak + 20k3 4+ 46k> + 30k +8 > 0

coz je samoziejmé pravdiva nerovnost pro libovolné k prirozené.

o0
E kak
k=1

Resent:
Pro |x| < 1 konverguje absolutné podle podilového kritéria, nebot

4 | k+1
N e N 1

b 00 ML P T r| =z < 1.

Pokud |z| > 1, nekonverguje, nebot lim k*|z|* = +o00, a proto neni mozné, aby
lim k2% = 0.



i cos(k*T) <\/k—+9 — \/E>

Reseni: Plati, ze k? je liché, prave kdyz k je liché. Proto
cos(k*m) = cos(km) = (—1)k.
Dale je

9 9
\/k+9—\/_=m2ﬁ.

Z téchto vypoctu je ziejmé, ze fada absolutné konvergovat nemuze (fada —=

N
neni konvergentni), ale konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria.
SIS
1)k
—~ 2k + (—1)
Reseni:
Absolutni konvergence je vyloucena odhadem +(171),€ > 21@171' Ukazeme, ze

fada konverguje neabsolutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit pfimo, protoze nerovnosti

1
2k+1 < 2(k+1)—1, 2k—1<2(k+1)+1 =

2k + (—1)% = 2(k+ 1) + (—1)++!

jsou pravdivé.



