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Teorie

Definice 1. Necht’ {an}n∈N je posloupnost reálných č́ısel. Č́ıslo

sm = a1 + a2 + · · ·+ am

nazýváme m-tým částečným součtem řady
∑∞

n=1 an. Součtem nekonečné řady
∑∞

n=1 an
nazýváme limitu posloupnosti {sm}m∈N, pokud tato limita existuje. Tuto limitu (tj.
součet řady) budeme značit symbolem

∑∞
n=1 an. Ṕı̌seme

∞∑
n=1

an = lim
m→∞

sm.

Jestliže existuje limm→∞ sm vlastńı (tj. jestliže má řada
∑∞

n=1 an konečný součet), pak
ř́ıkáme, že řada konverguje, neboli je konvergentńı. Jestliže limita neexistuje nebo exis-
tuje, ale je nevlastńı, pak ř́ıkáme, že řada diverguje, neboli je divergentńı.

Poznámka 2. Konvergence řady nezáviśı na konečně mnoha členech. Přesněji, následuj́ıćı
podmı́nky jsou ekvivalentńı pro řadu

∑
an:

(i)
∑∞

n=1 an konverguje;

(ii) existuje k ∈ N, že
∑∞

n=k an konverguje;

(iii) pro každé k ∈ N řada
∑∞

n=k an konverguje.

Věta 3 (Nutná podmı́nka konvergence). Je-li
∑∞

n=1 an konvergentńı, pak

lim
n→∞

an = 0.

Věta 4 (Linearita množiny konvergentńıch řad). (a) Necht’ α ∈ R \ {0}. Potom

∞∑
n=1

an konverguje ⇔
∞∑
n=1

α · an konverguje.

Pokud
∑∞

n=1 an konverguje a α ∈ R, pak
∑∞

n=1 αan = α
∑∞

n=1 an.

(b) Necht’ řady
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn konverguj́ı. Pak konverguje také řada
∑∞

n=1 (an + bn)
a plat́ı

∑∞
n=1(an + bn) =

∑∞
n=1 an +

∑∞
n=1 bn.
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Věta 5 (Srovnávaćı kritérium pro konvergenci řad). Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn jsou
dvě řady s nezápornými členy. Necht’ existuje n0 ∈ N takové, že pro všechna n ∈ N,
n ≥ n0 plat́ı an ≤ bn. Potom

(a)
∑∞

n=1 bn konverguje, pak
∑∞

n=1 an konverguje,

(b)
∑∞

n=1 an diverguje, pak
∑∞

n=1 bn diverguje.

Věta 6 (Limitńı srovnávaćı kritérium pro konvergenci řad). Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn
jsou dvě řady s nezápornými členy. Necht’

lim
an
bn

= K ∈ R∗.

(a) Jestliže K ∈ (0,∞), pak

∞∑
n=1

an konverguje ⇔
∞∑
n=1

bn konverguje.

(b) Jestliže K = 0, pak

∞∑
n=1

bn konverguje ⇒
∞∑
n=1

an konverguje.

(c) Jestliže K =∞, pak

∞∑
n=1

an konverguje ⇒
∞∑
n=1

bn konverguje.

Fakta

1. Řada
∑∞

n=1 q
n−1 konverguje právě když |q| < 1.

2. Řada
∑∞

n=1 n
α konverguje pro α < −1 a diverguje pro α ≥ −1.

3. Řadu
∑∞

n=1
1
n nazýváme harmonickou řadou. Harmonická řada diverguje.
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Př́ıklady

1. Určete, zda následuj́ıćı řady konverguj́ı

(a)
∞∑
k=1

2k

3k

(b)
∞∑
n=1

(−1)n

(c)
∞∑
n=1

n2

n3 + 1

(d)
∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

(e)
∞∑
n=1

(−1)n
2n2 + 3n+ 4

2n2 + 5

(f)
∞∑
n=1

3
√
n2 + 5− 3

√
n2 + 1

4
√
n

(g)
∞∑
n=1

1√
2n+ 1

√
2n+ 3

(h)
∞∑
k=1

3k − 2k

3k + 2k

(i)
∞∑
n=1

1

(2 + 1/n)n

(j)
∞∑
n=1

n
√
n+ 2n

n2 + 2n3

(k)
∞∑
n=1

1
n
√

lnn

(l)
∞∑
k=1

k− ln k

2. Necht’
∑∞

n=1 an a
∑∞

n=1 bn je konvergentńı,
∑∞

n=1 cn a
∑∞

n=1 dn jsou divergentńı.
Rozhodněte, zda plat́ı:

(a)
∑∞

n=1 an + cn je konvergentńı.

(b)
∑∞

n=1 cn + dn je divergentńı.

(c)
∑∞

n=1 an − bn je konvergentńı.

(d)
∑∞

n=1 k · an + l · bn, kde k, l ∈ R je konvergentńı.

(e)
∑∞

n=1 an · bn je konvergentńı.

(f)
∑∞

n=1 cn · dn je konvergentńı.

(g)
∑∞

n=1 bn · dn je konvergentńı.
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