Priklady na matematickou indukci

1. Délitelnost prirozenych cisel

Dokazte matematickou indukct, Ze ndsledujici tvrzent plati pro libovolné prirozené ¢islo n.
(a) 2 | (n® +n) (b) 3| (n® + 2n) (c) 6 (10" —4)
(d) 133 | (1172 +1227F1)  (e) 17 | (5713 4+ 1137+)  (f) 11 | (6°" + 3"F2 + 37)
(g) Dokazte, ze soucet tetich mocnin t¥{ po sobé jdoucich pFirozenych ¢isel je délitelny deviti.

Zkuste podat také piimy diikaz uvedenych tvrzeni, (tj. nevyuzivajici indukéni predpoklad). Pokud
ne u vSech, pak alespori pro pfipady (a), (b).

2. Algebraické identity

Dokazte matematickou indukci, Ze ndsledujici rovnosti plati pro libovolné prirozené cislo n.
al) 14+2+3+... +n= "t
a2) 1+3+5+...+(2n—1)=n?
b) 12 422 4+ 32 4 .. 4 p? = nlndlCntl)
1B4+23 4354 . +nd=1n*(n+1)?
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)
) gy + 7y e+ s = S
711 T @n-D)(@n+3)  3(dn+3)
) DokaZte vzorce pro ¢asteény soucet prvnich n-¢lend aritmetické a geomterické fady.
)1-2+42:3+3-44+...+n(n+1) = in(n+1)(n+2)
12432452 +...+2n+1)?=3n+3)(n+1)(n+3)
cos £ —cos(n+3)=

2sin &
k) (cosz 4 i sinz)™ = cosnx + i sinnz, kde i je imagindrni jednotka (Moivreova véta)
1) Formulujte a dokaZte binomickou vétu.

m)1-342-32+3-3% 4. 4n.3n = 200343

)
j) sinz +sin2z +sin3x 4 ... + sinnz =

3. Nerovnosti
Odhady mocnin

Urcete, pro kterd prirozend ¢isla n plati ndsledujici nerovnosti. Dokazte matematickou indukci.
(a) 2" >n?
(b*) a™>n%* kdea>1
(¢)  (Bernoulli) (1+z)">1+nx, z> -1
(d*) (lepsi Bernoulli) (14 2)" > 1+ nzx, z > —2
(e (A jesté jeden Bernoulli) (1 +x1)(14+z2)...(L+xy) > 1421+ 22+ ... + 2y, kde
T1,T2,...,T, jsou bud vSechna nezdporné nebo nekladna vétsi nez —1.
* Lze, podobné jako v pfikladu (d*) vylepsit pfedpoklady u predchozi nerovnosti?
P J p ylepsit predp y up
(g) n"t>(n+1)"

Odhady faktorialu

Urcete, pro ktera prirozend cisla n plati nasledujici nerovnosti. DokazZte matematickou indukct.
(a) nl< ("T'H)n (Vyuzijte Bernoulliovu nerovnost.)
(b) nl>nz

Dva ptiklady mimo indukci.
(d*) Zkuste vzorce (a),(b) odvodit také pFimo.



(e**) Jen pro ty z vds, kdo umd trochu integrovat. Zkuste dokdzat odhad (c) také pFimo tak, Ze budete
integrovat funkciInx na uzavieném intervalu [1,n] a tento integral odhadnete zespodu/seshora tak,
Ze krivku logaritmu vyplnite/obalite obdélniky o Sice 1.

Pokud misto obdélniku vyplnugete lichobézniky, muzete zlepsit horni odhad na pruni z nerovnosti
nize. Pokud obalujete lichobézniky tak, Ze se dotykaji uprostred kazdého intervalu, vylepsite i dolni
odhad na druhou z nerovnosti*

e\/ﬁn— > nl > (26/3)3/2\/ﬁn—.
e en

Jiné odhady

Urcete, pro ktera prirozend cisla n plati nasledugjici nerovnosti. DokazZte matematickou indukct.

(a) sin (3p—y @)| < D24, sinay, ay, € [0,7]
(b) 2! 4'! e (27'1)2' > [(n+ D™
C 2n)! < 24" (n!
9 oy
o 2730 T S VB
e) 1+—%+—>= == > n
(f) l_;,.f_;ri\/i_.. _A'_LG—l
4 9 16 n2 n+1
(8) s+35+4+-+2<2/n

4. Geometrie

(a)  Matematickou indukci dokazte, Ze v konvexnim n-tthelniku existuje pravé n(n — 3)/2
thlopricek.

(b)  Plati, ze n body v roviné je uréeno celkem n(n — 1)/2 pfimek? Pokud ne, urcete
dodatec¢nou podminku, kdy tvrzeni bude platit a dokazte jej matematickou indukci.

(*¢) Kolik rovin je uréeno n body v prostoru? Dokazte indukci.

(d)  Dokazte, ze n riznych pfimek v roviné prochdzejicich jednim spoleénym bodem rozdéli
rovinu na 2n Casti.

(e) Dokazte, ze n rliznych pfimek, z nichz zadné tii neprochazi spolecnym bodem, rozdéli
rovinu na 1 (n? + n + 2) ¢asti.

5. MiXmAx

1. Rozhodnéte, zda plati nasledujici identita:
2
n n
> it =2
i=1 j=1
Ndvod: Prohlédnéte si drive dokazované identity.

2. Je-li K C N libovolnd neprazdnd podmnozina prirozenych c¢isel, potom existuje a € K tak,
7e a < x pro kazdé x € K a rovnost nastava pouze pro x = a. (Ekvivalentné: kazda neprizdna
podmnozina pfirozenych ¢isel ma nejmensi prvek.) Dokazte.?

Ndvod: Uvazte mnozinu L ={l € N : | <k Vk € K}. Ukate, Ze L je neprazdnd. Indukci ukaZte,
ze pokud K C N nemd nejmensi prvek, pak L = N.

3. Dokazte AG nerovnost, tzn. pro libovolna kladna ag, ..., a, dokazte, ze

a+as+...+ay
n

> Yaiasz...ay.

1) Tento odhad uZ je velmi pfesny. Stirlingova formule i1k, Ze

X n! t ny\n
lim ———— =1 £2 nlx V21 <7>
n—o0 \/27n (Z) e

2) O této vlastnosti mnoziny p¥irozenych &isel se fika, ze mnozina pfirozenych &isel je dobie usporddand. Tieba
o realnych &islech to neplati, uvazte napf. otevieny interval (0, 1).



Ndvod: DokaZte nejprve pro n = 2, posléze z platnosti pro n odvodte nerovnost pro 2n. Nakonec
ukazte, Ze pokud nerovnost plati pro n, pak plati téZ pro n — 1. (Takovému postupu se ik4 zpétna
indukce.)
4. Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo je souc¢inem prvocisel.
Navod: Zde vam obycejné schéma indukce stacit nebude a budete muset pouZit tzv. uplnou in-
dukci. Jeji pruni krok je stejny, tvrzeni se dokdZe pro vhodné prirozené cislo. Druhy krok se vsak
modifikuje takto: pro dukaz, Ze turzend plati pro n—+1 vyuZijeme predpoklad, Ze tvrzeni neplati pouze
pro n, ale pro vSechna pfirozend ¢isla (vhodnym pocinaje), kterd jsou mensi nez n.

Napriklad: tvrzeni dokdZeme pro n = 1. Z toho, Ze tvrzeni plati pro n = 1, je dokdaZeme pro
n = 2. Nyni prijde zména: z toho, Ze tvrzend plati pro n = 1,2 (!) dokdZeme, Ze plati pro n = 3.
Atd. aZ z toho, Ze tvrzeni plati pro 1,2,3,...,n je dokaZeme pro n + 1.

Odivodnéte si sami oprdvnénost tohoto postupu (viz ndsledugici priklad).

5. Dokazte spravnost schematu tplné indukce (klasickou) matematickou indukei.

6. Fibonacciho posloupnost Cisel je definovana rekurzivné vztahy
F0)=0, F(1)=1, F(m)=F(m—-1)+ F(m —2) prom > 2 pfirozené.
Dokazte Binetuv vzorec pro n-ty ¢len vyuzivajici zlatého zlomku :

no (11— )" 1
" —(1—¢) rdo o — LT V5

\/g I 50 2 *

F(n) =

Ndvod: Ukazte, Ze ¢ a (1 — @) jsou veseni rovnice x> — x — 1 = 0. Pomoci toho ukazte, Ze pro

y =, 1 — ¢ je splnéna identita y" ™' = y™ + y" L. Posléze definujte F, ,(n) = ap™ +b(1 — p)" a
ukazte, Ze spliiujl Fibonacciho rekurencni vztah. Posléze volte a,b tak, aby F, 1,(0) =0 a F, (1) = 1.
Nakonec uZijte (iplnou) indukci.

7. Umite-li derivovat jednoduché vyrazy, zkuste pomoci matematické indukce dokézat odhad

2 3 n

- T T
e 21+x+§+§+'”+ﬁ’ pro x > 0.

Ndvod: Nejprve dokazte, Ze f(x) = e* — 1 —x je rostouci na (0,00) a z rovnosti f(0) = 0 vyvodte,
ze €* > 1+ x pro x > 0. Posléze predpoklddejte, Ze mdte odhad dokdzany do n-tého rddu. Polozte
glz)y=e"—1—2—...— 2+

1 zderiwujte a pouZijte indukcni krok.

8. Uvazte vztah s, = 22:1 (]%1), Spocitejte s1, s2, s3, 54 a na zakladé tohoto odhadnéte vzorec

pro s, ktery nasledné dokazte matematickou indukci.

Ndvodu jisté netreba, tak si jen vsimnéte, Ze citatel vychdzi o jednicku mensi nez jmenovatel. Postup
v tomto prikladu pouZity — uhodneme Teseni a dokdZeme, Ze sprdavné — je v matematice pouZivany
aZ prilis casto.



