ReSeni.

1. tiloha

(a) f(x) = arctan 4 | %

Postupujeme ,z vnéjsku dovniti”.

Inx

i) Funkce arctan je definovdnana R = vyraz e musi byt definovan (a must to byt redlné ¢islo).

ii) Druhd odmocnina je definovana, pokud je uvnitf nezdporné ¢islo = mame podminku % > 0. Zlomek je
nezaporny, pokud:

o Citatel je vétsi nebo roven nule a jmenovatel je kladny (viz dalsi bod iii)),

o Citatel je mensi nebo roven nule a jmenovatel je zdporny. Tato moZnost ale nemftiZe nastat, absolutni hodnota je
vzdy nezdporna.

iii) Jmenovatel |z* — 4| je kladny, kdykoli #* — 4 # 0, tj. kdykoli # # £2. Pro # = £2 vyraz zlomek 7% neni
definovan (déli se nulou).

Zaroven musi byt ¢itatel vétsi nebo roven nule, tj. Inz > 0. To je vZdy, kdy = > 1.

Zavér: Mame tedy podminky = > 1 a z # £2. Z toho vychdzi, Zze D; = [1,2) U (2, +00).
(b) f(x) = arccos|z — 2|.

Funkce arccos je definovdna na intervalu [—1, 1], tedy mame dvé podminky:

o |x — 2| > —1, kterd je trividlné splnéna vzdy,

o |x — 2| <1, kterd je splnéna pro z € [1, 3].

Zavér: Dy = [1, 3].

(©) f(z) = In(In(lnx)).

Postupujme znovu ,z vnéjsku dovniti.

i) In je definovéan, pokud md jako argument kladné ¢islo, tedy mame podminku In(In z) > 0.

ii) Logaritmus je kladny, pokud ma jako argument &islo vétsinez 1. Tedy Inz > 1.

iii) Kone¢né In x > 1 feSime odlogaritmovanim. Logaritmus In md jako zdklad Eulerovo &islo, tedy

Inx >1

x> el
x>e
Zavér: Dy = (e, +00).
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(d) f(z) = max{0; [z2 + 4z + 2| — 2}°

i) Zlomek je definovan, neni-li v jeho jmenovateli nula. Mdme tedy podminku

max{0; |2? + 4z + 2| — 2} # 0.

2 vz

ii) Maximum z nuly a jiného ¢isla neni nulové tehdy, pokud druhé ¢&islo je vétsi neZ nula. Toto tedy vede na
podminku
|v? 4+ 4z +2| —2 >0,

|2% 4 4z + 2| > 2.
Posledni nerovnost je pravdivéa, pokud

244 4+2>2 nebo 22 fdr+2< -2,

tedy
z2+4z >0 nebo 22 +4x+4<0,



z(z+4)>0 nebo (z+2)*<0.
Prvni nerovnice je splnéna pro x € (—oo, —4) U (0, +00), druhd neni splnéna nikdy. ProtoZe sta¢i, aby byla splnéna
jedna z nich, je Dy = (—o0, —4) U (0, +0).
Zavér: Dy = (—o0, —4) U (0, +00).

(e) f(x) = In(z — [x)).

Logaritmus je definovédn, pokud je uvniti kladné ¢&islo. ProtoZe rozdil ¢isla a jeho dolni celé ¢asti je vZdy nezaporny
a nulovy pouze tehdy, je-li = celé ¢islo, je Dy = R\ Z.
Zavér: Dy =R\ Z.

2. tiloha

Protoze v obrdzku zddnou periodu nevidime, nejmensi perioda muze byt délka intervalu (—1, 3], na némz uz je
funkce definovani, tedy 4.

Aby funkce byla periodicka s periodou ¢ty¥i, naopak staci, abychom dodrzeli pravidlo, Ze

flz)=f(x—4) pro vSechna z € R.

Timto pfedpisem je vlastné hotovo. Uvédomme si pfitom, Ze nemusime (spojité) navazovat ani na levém, ani
na pravém konci.

Nazna¢me, jak tedy funkce opravdu vypada. Podle pravidla vyse se tedy posurime o jednu periodu doprava, tj. na
interval (3, 7]. PobliZ bodu z = 3 zprava pak funkce musi vypadat zcela stejné jako u bodu x = —1 zprava, tedy
zadit bilym koleckem v trovni vodorovné osy, poté pokracovat ptiloblou¢kem s vrcholem v jedniéce pro z = 4 a
zpét do nuly v z = 5 a nésledné tseckou od = 5 do x = 7, kdy jdeme na svislé ose od nuly do dvou. Podobné
pokrac¢ujeme ddle doprava i doleva. Viz obrazek.

3. uloha
(a) NemtiZe, leda by jeji defini¢ni obor byl jednobodovy Dy = {0}. Jinak pro « € Dy, x # 0jsou z a —x dva rtizné
body. Pokud by funkce méla byt prostd, musi byt f(x) # f(—z), coZ je ve sporu s podminkou sudosti.

(b) Neni, protipfikadem je napfiklad kazd4 konstantni funkce nebo funkce signum. Za protipiiklad slouZi libo-
volnd funkce, kterd neni prosta na intervalu [0, +00) a je dodefinovana jako lichd vlastnosti f(—z) = —f(x).

4. tloha

(a) m/2+sinx: jde o graf €. 2. Je periodickd s periodou 2, neni lichd ani sud4, je rostouci na [—n/2+2km, 7 /2 + 2kn]
pro libovolné k celé a klesajici na zbylych intervalech.

(b) cos(z+7/2): jde o graf &. 5. Je periodickd s periodou 2, je lich4, neni sud4, je rostouci na [7 /24 2k, 37 /2 +2kn]
pro libovolné k celé a klesajici na zbylych intervalech.

(c) tgx: jde o graf ¢. 4. Je periodickd s periodou , je lichd, nenf sud4, je rostouci na (—n/2 + km,7/2 + km) pro
libovolné k celé (pozor, ne vSak na sjednoceni libovolnych dvou z nich ¢&i celé redlné ose).

(d) —cotgz: jde o graf &. 6. Je periodicka s periodou 7, je lichd, neni sudd, je rostouci na (—mw + km,0 + km) pro
libovolné k celé (pozor, ne vSak na sjednoceni libovolnych dvou z nich ¢&i celé realné ose).

(e) In(x +1): jde o graf &. 1. Neni periodickd, neni lichd, neni sud4, je rostouci na svém defini¢nim oboru (—1, +00).
(f) el*l: jde o graf &. 3. Neni periodickd, neni lich4, je suda, je klesajici na (—oo, 0] a rostouci na [0, +-00).

(g) 0:jde o graf ¢. 7. Je periodicka s libovolnou periodou, je lich4, je sudé, je neklesajici a zaroven nerostouci na R,
neni rostouci ani klesajici.



5. iloha
(a) Funkce je linedrni, bude mit tedy pfedpis y = ax + b. Prochdzi bodem [0, 3], po dosazeni tedy mame, Ze

3=a-0+b,
tedy b = 3. Zaroven prochdzi bodem [1, 5; 0], mdme tedy rovnici
0=1,5a+3
1,50 = -3
a=-2

Zavér: y = —2x + 3.
(b) Funkce je posunutou nepiimou tmérnosti. Takové odpovida vzdy predpis y = — + B, kde:

o ¢islo A uréime podle svislé osy. Zde je to pfimka (prochazejici bodem) z = +2, tedy A = +2;

o ¢islo B uré¢ime podle vodorovné osy. Zde je to pfimka (prochazejici bodem) y = —1, tedy B = —1.

Zavér: y = T£2 —1.

(c) Funkce je parabolou s posunutym vrcholem [4, B]. Takové odpovidé pfedpis y = (z — A)? + B. Zde mé vrchol
soufadnice [—1, —1], ¢emuZ odpovidé pfedpis y = (z — (—1))2 — 1 = (z + 1)? — 1.

Zavér:y = (z+1)2 — 1.

6. iloha

(a) Mame dokdzat, Ze f o g je klesajici. Tedy pokud z > y z def. oboru f o g, pak f(g(x)) < f(g(y)).

Bud tedy = > y. Vime, Ze g je klesajici. Z toho plyne, Ze g(z) < g(y).

Pak vime, Ze f je rostouci. A protoze g(y) > g(z), je také f(g(z)) > f(9(y)), coZjsme chtéli dokazat.

(b) Mame dokézat, Ze f o g je omezend. Tedy Ze existuje M € R tak, Ze | f(g(x))| < M pro kazdé z z defini¢niho
oboru fog.

Vime, ale, Ze f je omezend. Tedy existuje M € R tak, Ze | f(y)| < M pro kazdé y z defini¢niho oboru f. JestliZe ale
je z defini¢niho oboru f o g, pak g(z) patfi do defini¢niho oboru f. MtiZeme tak poloZit y = g(x) a z toho vyplyva,
ze |f(g(x))] < M, coz jsme chtéli ukazat.

(c) Méame dokazat, Ze f o g je sudad, je-li f lichd a g sudd. To znamend dokdzat, Ze pokud z nélezi do defini¢niho
oboru f o g, pak také —z nélezi do defini¢niho oboru f o g a plati f(g(—=x)) = f(g(z)).

Necht tedy z nélezi do definitniho oboru f o g. Potom také nélezi do definitniho oboru g. ProtoZe je g suds,
nélezi také —z do defini¢niho oboru g a plati, ze g(—z) = g(z). Tedy g(—=x) a g(z) je tentyz prvek. Pfitom jsme
predpokladdali, Ze = nélezi do defini¢niho oboru f o g. To znamend, Ze g(z) nélezi do defini¢ntho oboru f. Protoze
g(—z) je tentyZz prvek, také g(—z) nalezi do definitntho oboru f a nutné f(g(—z)) = f(g(z)), nebot zobrazeni
nemiuZe stejnému prvku piifadit dva rtizné obrazy. Kone¢né fakt, Ze g(—z) néleZi do defini¢ntho oboru f nezna-
mend nic jiného, nez ze f(g(—z)) je definovano, a to znamend totéz, jako Ze —x ndlezi do defini¢niho oboru funkce
f o g. Tim je spInéno vSe, co jsme chtéli dokazat.

7. tuloha



