10. Newtonuv integral

Definice. Nechf —oc < @ < b < 400 a nechf I C R je interval s krajnimi body
a, b. Rikime, e F je zobecn&nou primitivni funkei funkce f v intervalu I, je-li
funkce F' spojitd v I a plati-li rovnost F' = f viude v I — K, kde K C I je n&jaka
koneéna mnoZina. Slova ,zobecnénd primitivoi funkee“ budeme éasto zkracovat na
.2 p.£¢, mno¥inu viech z.p.f. funkce f v intervalu J budeme znagit ZPF(f; I).

Poznamka 10.1. VEimn&me si, %e funkee f miiZe mit v intervalu I z.p.f,, aniZ je
viude v I definovdne; stafi, aby byla definovina vfude v I af na jistow konednou
mnoFinu. Viimndme si dile, e na rozdil od primitivni funkce mluvime o z.p.f.
v libovolnych (nejen tedy v oteviengch) intervalech.!') O

Je zfejmé, Ze
(1) FeZPF(f;I), ceR = F+ceZPF(f; ).
Dilezité v8ak je, Ze plati i obracené tvrzeni:
Véta 10.1. Je-li F < ZPF(f; I) a G € ZPF(f; I), existuje ¢c € R tak, Ze &G =
F+e
V disledku toho plati:
(2) Mi-li f v (a,b) primitivaf funkci, je ZPF{f; (a,b)) = PF(f;a,b).

Véta 10.2. (Zakladni existenéni véta.) Je-li funkce f spojitd a omezend v ome-
zeném intervalu (a,b), je ZPF(f; {a,b}) # 0 a kazd4 z.p.f. funkce f v {a,b) je
primitivnd funkef funkee f v (a,b).

PFiklad 10.1. A. ProtoZe funkce |z| je spojitd v R a protofe rovnost |z|" = sgnx
plati pro viechna » £ 0, je |z| z.p.f. funkce sgnz v R.

B. Protofe je lz|2| = z(lg|z| — 1)’ pro viechna o # 0 a linb z(lg|x| - 1) =0,
z—
je funkce

(3)

z(lg|z| -1) pro z#0
F(z) ;={ 0 pro $=0}

z.p.f funkee lg |z| v B

C. Funkee f(z) := sgn{cosz) nema #adnou z.p.[. v R (obecndji: v Zidném ne-
omezeném intervalu), funkce F{z} := arcsin(sinz) je viak jeji z.p.f v kaZdém
omezeném intervalu. 2)

1YV obou piipadech je pravé takto zavedend terminologie vyhodna viude tam, kde s pojmem
primitivni resp. zobecnéné primitivni funkce pracujeme,

2Y To je samoztejmé disledek definice, v ni# se pfipousti pouze koneiny pofet vyjimednjch
bodf, v nich# rovnost F' = f neplati. Definici z.p.f. by viak bylo moZné zobecnit tak, aby
funkce F z p¥ikladu 10.1C byla (podle obecnéjsi definice) z.p.f. funkce f v celém R. Davame viak
pfednost vyslovené definici, protoZe je jednoduch4 a protoze s ni v daliim vystagime.
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Konvergence urditého integralu 4.

4. Konvergence urcitého integralu

Budeme se zabjvat nasledujici dlohou. Necht funkce f je spopta na otevieném
intervalu (a, b) (omezeném & neomezeném). Existuje integral f [ (zobecnény Rie-
mannuv ¢i Newtoniiv — které?to dva pojmy pro takové funkce 5p1yva31)? V piipadé,
Ze f f existuje (tj. je roven néjakému redlnému &islu), fekneme, Ze integrél konver-
guje. V opacnem pfipadé fekneme, e diverguje. Pokud konverguje integral f |f1,

Fekneme, Ze f f konverguje absolutné. Pokud integral konverguje, ale nikoli abso-
lutné, Fkéme, 7e konverguje neabsolutng. Budeme se drzet této terminologie spiSe
ne? pojmtl ,existuje“ a ,neexistuje®, protoZe tyto pojmy maji u jinych integrali
(nap¥. Lebesgueova) jiny vyznam. Porovnejte pojmy divergence, konvergence a ab-
solutni konvergence s analogickymi pojmy pro fady.

//§20 Prvni metodou je pouZiti vety, kterd fika, ¥e je-li f funkce spojita na
uzavieném intervalu [, b|, pak f f konverguje (viz napt. §10).

Pifiklad Integral f75 0 arctg{z® + 16) - sin z dz konverguje, protoZe integro-
vané funkce je spojita na intervalu [7, 50].

Priklad Integrél fol ST dz konverguje, protoZe funkce

Sil‘l:z:.J c 0,1,
s@={* > €0

je spojité na [0, 1]. Zde vyuZivame toho, Ze integrdl z funkece f od @ do b zavisi jen
na hodnotéch f na (a,b) a ne na tom, zda a pripadné jak je f definovéna v krajnich
bodech. Muzeme-li ji tam v¥ak dodefinovat spojité, pak lze pouZit vyfe uvedenou
vétu.

§21. Dalg mo¥nosti je vypodet uréitého integralu s vyuzitim primitivni
funkce dle §11. Z vipocti v §11 plyne tvrzeni v nasledujicim piikladu.

Pfiklad Integral fol z® dz konverguje, pravé kdyz a > —1.
Vypodet druhého p¥ikladu je zcela analogicky, a tak ho nechdvame na Ctenaii.
Piiklad Integral f1+°° z® dx konverguje, pravé kdyz o < —1.

Uvedené dva piiklady jsou uZitené pro vySetfovani konvergence mnoha jinych
integrald, jak uvidime pozdéji.

Piiklad Integral fol log z dz konverguje, protoZe

1 1
/ loga:d$=[wlogm](1)—f ldz = -1.
0 0
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Metody Fefeni vybranych (loh z matematické analyzy

’ [§22. Integral soudtu. Obéas se hodi nasledujici jednoduché pozorovani.
Nechf f, g jsou spojité na (a,b) a f;g konverguje. Pak f: f konverguje, prdvé
kdy# konverguje f;( f+ag).

Pfiklad Konverguje integral f, =522 dg ?

Regeni. Integral fol s gz konverguje (viz §20), zatimco 3 1dz diverguje dle
pfikladu v piedchozim paragrafu. Proto podle uvedeného tvrzeni nas integral di-
verguje. [ ]

Dalsi, méné trivialni, pfipady pou#it{ pozorovéani z tohoto paragrafu v kombinaci
s jinymi kritérii jsou uvedeny dale.

§23. Bolzano-Cauchyova podminka. Nasledujici véta déva nutnou a po-
stadujici podminku pro konvergenci integralu. Je pieformulaci Bolzano-Cauchyovy
podminky pro existenci vlastni limity primitivni funkce.

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a, b). Pak integrdl f: f konverquje, pravé
kdy# pro ka#dé € > 0 emistuje b’ € (a,b) takové, Ze pro kaZdé dva body 1, z2 spliugici
b < zy < x93 < b plati f;lz f| < €. Analogické turzeni platf pro interval typu (a,b].

Piiklad Jelia>0, integrdl [ z%sinz dz diverguje.
Reseni. PouZijeme Bolzano-Cauchyovu podminku. Je-li k > 1 celé &islo, plati

(k+1)=
f z%sinzdx
k

by

> (kw)“/ sinzdz = 2(km)® > 2%,
0

Zvolme nyni ¢ = ©®. Pro ka#dé b’ < oo existuje k > 1 celé tak, Ze k7 > b'. PoloZme
71 = kr a x3 = (k+ 1)7. Pak dle uveden¢ho vypodtu je ‘ff z%sinzdz| > .
Integral proto diverguje.

§24. Srovnavaci kritérium je obsaZeno v ndsledujici vete.
Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu {(a,b) a pro kaZdé x € (a,b) plati
|f(z)| < g(z). Pokud f: g konverguge, pak f: f konverguje téz. (A tedy, diverguje-li
b . b
fa f, diverguje i fa g.)
Diisledkem je nésledujici tvrzeni.

Necht f je funkce spojitd na {a,b). Pokud f: f konverguje absolutné, pak ¢
konverguje.

Piiklad Pokuda>1,pak [;° 822 dz konverguje (dokonce absolutné).

kel
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Metody Fedeni vybranych (loh z matematické analyzy

oo —2 sinzm : 2w be # s .
Proto [, @ r2smg) dz konverguje, a tudiz i integral ze zadéni konverguje. [ |

Pf¥iklad Zjistéte, zda konverguje integral |, :o % dzx.

Reseni. Postupujme podobné jako v pfedchozim pfikladu s vyuzZitim faktu, Ze
sin sing —2sin z

o0 5] . N
I 202 dz konverguje. Jest =205 — 20F = miA ey konvergence inte-
2

gralu ze zadani je tedy ekvivalentni konvergenci [ 4°° 7;(\;5;2’—21.157 dz. S ohledem

na predminuly p¥iklad lze odhadnout, Ze tento integral bude divergovat. Pokusme
se to dokazat. Plati

sin® © sin® 1—cos2x

Val/ar2sng) = V(D) . 3/EEtd)"
ProtoZe | 4°° —2—\/% dz konverguje podle Dirichletova kritéria, sta¢i ukazat, Ze

integral [ 400 2—\/3—:(;1/——9:_-;_53 diverguje. To plyne z limitniho srovnévaciho kritéria, nebot
1

lim 2EGED = L g | 400 92 diverguje. Tak jsme ukézali, Ze integral ze zadéni
T—o0 -]
diverguje. [ |

Piedchozi p¥iklad svédéi o tom, Ze Dirichletovo kritérium by neplatilo, kdy-
bychom v ném vynechali pfedpoklad monotonie funkce g. Pfedminuly pfiklad na-
proti tomu ukazuje, Ze absence monotonie nezaru¢i divergenci.

§28. Spolu s Dirichletovym kritériem se obvykle uvidi Abelovo kritérium.
Uvadime ho zde zvlast, protoze na rozdil od Dirichletova kritéria ma i symetrickou
Verzi.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b), funkce g necht je na tomto
intervalu monotonni a omezend.

(i) Jestlize konverguge f: f, konverguje 1 integrdl f; fg.
(11} Pokud navic 1'1151 g(z) # 0, pak f; f konverguje, prdvé kdyZ konverguje

integrdl f; fg.
Analogické tvrzend plati pro intervaly typu {a, bl.

Piiklad Zjistéte, pro které hodnoty parametr konverguje, pfipadné ab-
2z
solutné konverguje, floo sin(z®) - arctg® x - E,?ﬁ - CO8 % ca¥ dx.

Reseni. Nejprve si tlohu zjednoduiime podle symetrické verze Abelova kritéria.
Vsechny énitele v integrandu jsou spojité funkee na [1, o0). Funkce cos(1/x) je na
[1,00) rostouci a v co mé limitu 1. A tedy konvergence (absolutni konvergence)
integralu ze zadan{ je ekvivalentni konvergenci (absolutni konvergenci) integralu

floo sin(z®) -arctg?® - P?’_T_—l .z dz. To plyne z Abelova kritéria. Déle funkee arctg? z
je monoténni (rostouci pro 8 > 0, klesajici pro 8 < 0, konstantni pro § = 0) a ma

. . 2 v s rd
v oo vlastni nenulovou limitu (7/2)?. Funkce —£—~ = 1 — —=— je rostouci a ma
2241 s g

limitu 1. Dvoji pouziti Abelova kritéria dav4, Ze konvergence (absolutni konver-
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