Derivace funkce a jeji uZiti

Dvojf pouZiti I’Hospitalova pravidla viak neni nutné, poditdme-li na zaitku trochu Sikovné&ji:

COS X
" sinx 1

. xcotgx — 1 . . Xcosx —sinx
lim ———— = lim = lim ———————

x—=0 x2 x—0 x2 x—0 x2 sin x

Nynf pouzijeme 1'Hospitalovo pravidlo. Bereme zde f(x) = xcosx — sinx, g(x) = x*sinx. Snadno

vidime, Ze g'(x) = 2xsinx 4+ x*cosx = x(2sinx + xcosx) # 0 na %’n*ﬂ(O). Na ‘?/;/‘2(0) je totiz
2sinx +xcosx < 0ana %, ;(0) je 2sinx + x cosx > 0. Vyjde

. xcosx —sinx . (xcosx —sinx)
lim —————— = lim - =
x>0  x%sinx x>0 (x?sinx)’
. cosx —xsinx —cosx . xsinx
= lim - = —lim - =
x>0  2xsinx + x%cosx =0 2x sinx + x2 cos x
. sinx
sin x ==

X
im ———
x—=0 2——“? 4+ cosx

im —
x—»02sinx +xcosx
1 1

T 20+1 3

Zde vidime, Ze je dobré uvaZlivé pouZivat I'Hospitalovo pravidlo. BezmySlenkovité pouZivani tohoto
pravidla miZe asto vypodet spiSe zkomplikovat neZ zjednodusit. A

- * 41y —2%ef — 1
Prikiad 4.63. Vet lim & T D —2" -1

x—0 x3

Reseni. PoloZfme f(x) = x{e* 4+ 1) — 2(e* — 1), g(x) = x?. Thned vidime, Ze
li x =2 — 1)) = im x® =
xl_%(x(c + 1) (e 1)) 0, }%x 0

a snadno je vidét, Ze i ostatn{ predpoklady 1I'Hospitalova pravidla (kromé existence limity podilu derivaci)
jsou spinény. Dostavime

L xE A+ -2 =D (x4 D =26 = 1)

Iim = lim =

=0 x3 =0 (x3)" &
4 l+xe"—2eF 1. l4xef—¢

= lim = — lim
x> 3x2 3 x=0 _x,'2

Na vypocet posledni limity opét pouZijeme I’Hospitalovo pravidlo. Tentokrit je f(x) = 1 4+ xe® — ¢,
g(x) = x%. Je

lim(1 + xe* — &) =0, limx?=0
x—0 x—=0
a i ostatni pfedpoklady jsou spln&ny — kromé existence limity podilu derivaci, ale tu budeme ihned
pocitat. Dostaneme ‘
o (1 4+ xef —¢e*y . e 4xef—et 1 1 ;
lim =lim ——— =—-lime = -.
10 (x2)f x—~0 2x 2 x—=0 2
Tedy
CoxE@E+Dh-=-2-1) 1 1 1
lim =—.==-.
x—0 x3 3 2 .é-
V tomto piikladg jsme museli I'Hospitalovo pravidlo pouZit dvakrit. Vicendsobné pouZiti I'Hospitalova
pravidla je pomé&rné fastym jevem. A
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Poté poloime —2z = ¢ a dostaneme funkci (14 t)~*. Jejf rozvoj do binomické fady

(1+t)‘i_ % [1 + (11)“ (_21>t2+-'--l- (:Ll>t+-] = %i (_nl)t” te(=1,1).

n=0

je

[V

I

Po dosazeni za f = —%T ziskdame Maclaurinovu fadu

w = () () e () () -

= 1+(-1) (—%m) +---+£—ﬂ (z)n(—l)”m”-’f—---:

3

1 2 (=1)(=2) [2\? , n!(?)"’n 3
_5[1+§a:+ o 3) @t o3 9:—5—_ =
_ 1

3

s_14Z 2 g% 2t b
e = +? +—+:1T+5_+
_ 2 ozt 4
CosT = —-E+E+...
Po dosazeni dostavime
2 2
cos T = i;‘-_i_ 1 -'EO + T +
= - ar . 4l e — —_ ..
e e-e e e 2 o

B 2 oz + 1+:n4+ x8
= ¢ TR a8 T

e)f(x) = e"sinx. ' i

Regeni, Maclaurinova Fada pro funkei e® (viz pfedchozi pfiklad) a sinz je



L.8. Najdéte Tayloriv rozvoj v nule funkce

fla) =

x
e*—1

do &tvrtého Ffddu.

Nawod: Na vhodném okoli nuly je

x @ .
Ry TR A T s N B Ny s IRy U
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= L V) 4 Vi) V0 b Vi) - V() 4 ola®)

Rozvedne jednotlivé mocniny Viz) do patéhe fadu.
J ) ¥
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Vim)® = ‘22'%' -+ Eﬁﬂ—zm—ﬁ-za!—ﬁ—! +2 'm* }o(r‘)
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Vi)™ = iy +4
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ooty o)

Viz)® = MQF)IQIQIQ' + o{z™)
Kdyz viechny piispévky secteme, resp. odeCteins, dostaneme

"y — 1 ) 1 ‘42 i ,u"; ] B 15
Flw)y =1~ 5 + 5% gy ofx”)

@ajdéte Tayloriv rozvej v nule funkce
flz) = Vsina®

do tFindctého fddu.

Napod: Te

P = (6 - B4 o)

¥ € a1 g
= gp{d - T 'T-,T' --f- ol

Déle burdeme aprozimovas pouze zavorku, stadl do dvandetého fadu,

— L1 s
(1 - 5 -+ _’j_l- + ’)(flg)}l/ =
Oznagme V{x) = ’:3 + ".f,z + o(2*%), pak dostaneme
21 2 12
| V(J) 92‘\ o) 4 o(e ") =
=] - L1 s } L L.‘J'w - L1 PREIS r:(.'r:m) =1 L
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g2k® _ oh® 4 1 ginkz

13.89°.

13.91°,

13.93%,

13.95°,

o
P 13.90%.
Ig (1 + kz) sin (kmz) 13.929.

LT o
sin 7 sin kx 13.94%,
arctg kr arccotg kz coskz v RS 13.96%,

C. Najdéte poloméry konvergence téchto Fad:

g ok <, gk
13.97. 3 B& 13.98.
;CZ=¢::J k* kzﬂ, (K!)?
13100, 3 2O mi ’g;k
=21 ’ =1
oo k o0
13.103. 3 (Z%) b 13.104. 3 (sink) s
= i k=1

M M D-u(

lg (1 -+ %2) sin kz

sin* kx

k
k41
arctgho sinks
arctg 2kx k©

VR+

arccotg kz cos{kmz)
arccotg2kz K~

0
v Ry

(2k —1)l1=*
13.99. Z T

13.102. Z (arccotg e¥)z*
k=1

13.105. i (1 + %)kazk

k=1

D. Pro kaidou z nasledujicich funkei (prom&nné z nebo z) najdéte (redlnou
nebo komplexni) Taylorovu fadu o stfedu uvedeném za stfednikem. Pro kaZdou
z nalezenjch fad vypoététe polomér konvergence.

13.106°.
13.108°. Ig
13.110°.
13.112°9,
13.114°,
13.116°.
13.118°.

13.120°.

e sinz; 0
(1+2)lg(1+2%); 0

e *sinhz; 0
eiz
1422’
arctg 2z
1+a2 '
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13.107°. coshzcosz; 0
13.109°. arccotg®z; 0

13.111°. sinz arcsinz; 0

13.113°,
13.115%. sinz; 4w
13.117°. ¢%; in

13.119°. lgz sinnz; 1



13.88. BK: R; STK: INN; =0, kde N :={2nm; n e Z}; LSK: R— Ny; NSK:
x+ pro viechna & € No, 00 F

13.89. jako ve cvideni 13.88

13.90. BK: R; STK: TN N3 = @, kde Ny := {£2nm;n e N}; LSK: R — Nj;
NSK: x4 pro viechna x € N3, oo F

13.91. BK: E; STK: TNy = 0, kde Ny := {£2n;n e N}; LSK: R — Ny;
NSK: 4 pro viechna x € Ny, oo F

13.92. fada konverguje jen v bodech 2 = 0 mod 7

13.93. jako ve cvieni 13.90

13.94. jako ve cvieni 13.86

13.95. BK: RY — N;, kde Ns = {2n7;n e N}; STK: IN({0}UNs) = @; LSK:
Ry — Ng; NSK: 0+, z+ pro viechna z ¢ N , 2ooT

13.96. v RY fada konverguje (bodovs, stejnomérné, lokalng stejnomérné), pravé
kdy# to plati o fad& Y 4o (cos kmz}/k* (sr. s PF.13.11, kde misto z pifeme mr)

C. Za é&islem kaZdého z cvideni 13.97—13.105 je uveden polomér konvergence
pfislugné mocninné Fady.

13.97. ¢ 13.98. + oo 13.99. 1 13.100. 3 113.101. +
13.102. ¢ 13.103. 1 13.104. 1 13.105, ¢!

D. U komplexnich Taylorovych fad uvidime kruh konvergence, u redlnjych fad
otevkeny interval, kterf je priinikem kruhu konvergence s redlnou osou. Symbol [...]
v horni mezi nékolika soudtl znamend celou &st virazu uvnitf zdvorek.

[= 4] n 1
13.106. a2zl v C, kde ¢, = (-1)* Y
;) " kgﬂk!(Qn—%-}-l)!
o n—1 k n
4an . (_1) (_1)
13.107. ,;C"Z v C, kde c, ._2‘“2:0 T i 201 T (@) )2
- [n=ny/al
13.108. ez v (—1,1), kde ¢p = (=1)" —_
nZ:;} k{n — 3k)
13.109. 7%+ > " cuz™ v (=1,1), kde pro n e N je
n=1
B S D I G S
L= 1 T Ty gqu
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376 Il. INTEGRALNI POCET FUNKC JEDNE PROMENNE

(325) Vypoctéte

X
5 dx.
cos?x

ReZeni:

S vyuzitim metody per-partes dostaneme

X — ’:1 X
J—zdx w=x ,U' 1 =xtgx — |tgxdx =
cos? x v=1gx vV = 73
sinx
=xtgx—[ dx = xtgx + In|cosx|+ C.
CoOsX

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/"xzemane?
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Il. 2. INTEGRACE RACIONALNI LOMENE FUNKCE 403

(350) Vypocltéte

J' x+7 dx
—4x+15 "
Regeni:
3x+7 3 2x—4 dx
j -4x+15dx_ij —4x+15dx+1ajx2—4x+15_
3 2 dx _
=35lnx —4x+15|+13j(x_2}2+” =
t=x—2
Lnlx —4x+15|+]3jd—);- ?ﬁ =
11 x—Z) .I dt=71-fdx
() +
13\/_ dt
ln|x —4x+15| Jt2+1
11
=Eln|x2—4x+15|+ 3'\q_arctg‘c+C=

=§ln |x2—4x+15|+

7 arctg

\/— \/_

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasil
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404 1. INTEGRALNI POEET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(351) Vypoltéte

jx3+2x+x—l
E T .
x2—x+1
Redeni:
3 2 — —
Jx+ XX T gy =[x +3) dx+J X =
—x+1 P-xt1
x2 30 2x—1 5 dx
B IREARE Y by Ll } I Teanr
’ (x—3)"+13
2 r — t = 21
2 2)xr—x+1 3 (Zx-l) 1 dtZde
R
x? 30 2x—1 5V3 [ dt
_7+3x+iux2—x+1dx" 3 Jt"-+1_
x2 31 2x—1 53
_?+3x+~2-‘x2_x+1dx— 3 arctgt + C =
x2 3., 53 2x—1
=?+3x+iln|x —x+1|—Tarctg 7 + C.
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II. 2. INTEGRACE RACIONALN{ LOMENE FUNKCE 413

(359) Vypoltéte

J 2x+1 dx
(x2+4x+13)2
Refeni:
J' 2x + 1 dx=J 2x+4 dx—J dx t=x?+4x+13 | _
(x2 +4x 4-13)2 (x2 +4x +13)2 (x2 4 4x + 13)? dt = (12x +4) dx

L N
_Jtz 3J[[>¢+2J2+9]2

1 dx W:iz

__ - e
x2+4x +13 o2 [(1.;_._2)2_{_]] dw = 3 dx

! _3ijd_w_
T ox244x+13 T81) (w2412

———]— 1 1arct w+1-—w— +C=
T X +4x+13 9\ z VT ST =
1 1 x+ 2 xH2

= i — —arct
Zraxr13 1893

N B x+2 1 x4+ 8
=T T3 T T e Y ax+ 13

C=

__L 3 +
et

+ C.
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Matematika It 1.6. Integrace goniometrickych funkci

2 1-£2) 2

, dt .
271482 )1+t

I R(sinx,cos x)dx = IR -~ 3

Shrnuti:

tg%———t,. xe(-mm). '

Pak vyjadtime 3
. L : 2 :.:. : s :
. 28 B T=g™ o 2 IR
sinx=———, cosx= ;2_,:_-dx= 212.dt-. au
T TR

Refeni:
Uvedeny integral jsme jiZz jednou feSili substituci (piiklad 1.4.6). Z vy3e odvozenych

vztahl snadno dostaneme:

+C.

1 1 2 1 X
J‘Sinxdxz I__gL_1+t2 dt = J;dt=ln|t|+C=|n‘th
1412

Refeni:

. o x X . , o
Pouzijeme substituct th =t . Z vy¥e odvozenych vztahii snadno dostaneme:

-[ — dx:J 7 1 szt=j 2 : 5t =
cosx—2sinx+3 =" 2 1+ 1—t* -4t +3+31
1462 1442
= [—= 2 dt = [~ 1 dt = [ ! d = ! ~dt =
2t° -4t +4 7 -2t+2 " =2t+1+1 1+(-1)

— arctg(t — 1)+ C = arctg(tg % ~+C.



Vyjadiime si x :

42z + 1=+ 2z +1
22 (1—t¥) =z-(2t-1)
=B o r = () = 23
Diéle si musime vyjadiit dc .

— 2242
:“w dt

Vyjadiime také odmocnin :

VI Fz 1=t +1 =3kt 1= Bt - ot

Po substituci do T dostavame :

2(E—141

I= ._ﬁLh_T dt = [ & = inf2i—1| = lnj2-¥ERER | - [ 2/aTRERL sy
127 . 1

+ C, kde jste si z rovnice : vZZ +z + 1 = z¢ -+ 1 vyjadiili £ ; ¢ = ¥2=hloL
Eulerova substituce tfetiho typu

P¥iklad 10.

Najdéte primitivni funkei k funkci [ e m.nu+uww v

v e 7 _ dx
ﬁ\mmmi_.ml.ﬁ%ﬂmu

MiZerme rozlofit
2+3z—d={z -1} (z+4)

3

Potom
Vi +3z—d=t-(z~1)
a opét si vyjadiime z :

243z —4=- (z-1)*
Mw _HIC HIH = H+n

(—I)y(z-1) — -1

ttx—t?=x+4

(B -1)=¢+4 .
244

m..
z=4 o= =54

799 7

Pro dalii vipodet je nutné si vyjadiit i da:

10t
— @1 dt

Vyjadfime také odmocninu :

VIt 3z —d=t-(z—1)=t- A,r,f:un Srrl - 3
Ipon

Hu_ﬂltﬂ},&lL%.ﬂlﬂi tfg=F%=+«

x

Z rovnice t* = ZH vyjidiime £ : ¢ =

Navratem k pivodni proménné x dostivime :

*nd..... HtC

24
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