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je Sﬂ;m.v ={z €I: 3y € R) (z,5) & F}. Tedy veor F pi ¢, je obrazem kom-
paktni mnoiny F C § pfi spojitém zobrazeni (z,y) — =, a je tedy kompaktni, a
proto i uzavienou podmnoZinou . Zobrazeni ¢4 : J —+ R je tudiZ spojité. Proto
je mnofina . () souvisla, TotéZ plati o zobrazeni ¢.-(z) = {z,y_(z)) a grafu y_.
Mnozina ¢_(T) je tedy souvislé z podobnych davodi. MnoZiny ¢4 {f) a @_({) jsou
souvislé, jejich sjednoceni je rovno § a tyto dvé mnoZiny maji neprizdny prinik
(napt. bod (2q,0) leZi v obou téchto mnofinach). MnoZina 5 je tedy sjednocenim
dvou souvislich podmnozin, kieré se protinaji, a je proto souvisla. a

8. Lokalni vlastnosti funkci vice
proménnych

=

§53. Limita a spojitost funkci vice pre jch, V tomto paragrafu spod-
teme nékolik pfikladf na uvedend pojmy. Upozorimjeme ale na to, 3e i v |4, 2.12 2
2.13] Jze nalézt nékolik Fefenych piikladi.

Mnghokrdt uZijeme tvrzeni sontvislost mezi limitou a spojitosti:

PFunkee (zobrazeni} f z R™ do R™ je spojitd v a € R™, prdvé kdys lim f(z) =

TG
fla}-

Kromé viit o souvislosti mezi pojmem limity redlné funkce a aritmetickymi ope-
racemi, piipadng nerovnostmi, které budeme bez dalfihn poufivab, pfipomefime
zejména vty o limité slozeného zobrazeni:

Nechf g je zobrazeni z R™ do R™, h je zobrazeni 2 R™ do R¥, limg(v) = b a

:nw h{w) = ¢. Je-li novic splnéno, Ze g{v) je rizné od b na né&jokém prslencovém
okolf a, pak je lim(k o g)(v) = ¢, 4. limila sloZeného zobrazent se za uvedenyich
piedpokladti rovnd limité unéjiiho” zobrazent v odpovidajicim bodé.
Pomdmka. Jisté se setkdte 1 s nasledujici variantou pfedchosihio tvraeni:
Necht g je zobrazeni z R™ do R™, b je zobrozeni z R" do R?, limg{v)=bah
frr
je spafité v b, Pak lim (h o g)(v) = k(b).
PouZiti tohoto tvrzeni je o poznani jednodusSi-a pohodlnéjsi, nez je tomu v
piipadé predchoziho tvrzeni, a tak pfiklad na to neuvadime.

Piiklad Lze funkel Qlu_w spojitd rozéifit na RE?
=

Refent  Proz®4y* # 0, t.. (z,3) # (0,0), je zadand funkce podilem funkef sin 2y
a /z? +y?. Funkee sinzy je slofenim spojité funkee sin: B — R a polynomu
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zy. Funkee /22 + 32 je slo¥enim funkee -, kterd je spojita na intervalu (0, c0)
s polynomem z2 + y?, jeho¥ hodnoty jsou neziporné. PEipomefime si, Ze polynomy
dvou proménngch jsou spojité funkee na R?, nebot je lze popsat pomaci spajitych
funkei (projekei) (z,y) v = a (z,y) — ¥ a operaci nisobeni a stitdni, které spojitost
zachovavaji. Funkee —5 - je tedy spojitd na R\ {(0,0}}, protode /2% + 37 £0

pro {z,y) 7 (0,0}, Prote ji lze spojité rozsiflt na R*, prévé kdyz mé vlastoi limitu
v potdtku. Je

lsinayl o _lwl . et Y e}
<\Hu + y? J\Hu - w.u <.mu EY
Funkce /x + 12 je spojitd v poddtku (viz viSe), a jeji limita v poddtku je tedy
rovna jeji hodnot¥ tamtéZ, i.j. nule. P'rotoze absolutni hodnota nasi funkee je ome-
zena zdola nulovou funkei a shora funkel s nulovou limitou v po&itku, ma v po&atku
limitu nula.

{Jiné zddvodnéni: Je  lim ﬁn = {}. Prvni zlomek m4 limitu jedna
_u.w.._lw.%.s Y 21437

pomoci véty o limits sloené funkee (uZijeme ji na vndjsi funkci aibt 5 ypitfad funkei
(. y) +— zy) a drubf zlomek mé limitu nula jak bylo ukézéano vise. ProtoZe na osich
mimo potétek je funkce milova, md limitu oula v podétku.) -

Priklad Leefunke f(z,y) = L._“uu% spojits rossifit na R*?

Refeni. Mohli bychom obdobné jake v minulém pfipadé odiivodnit, Ze funkee je
spojita mimo pocitek, kde neni definovana. Jak se ukaZe, byla by to zbytecna prace,
nebot neexistuje limita v pocdatku. Kdyby totif existovala, tak by se podle vty o
lmit# slofené funkce musela rovnat hodnoté MEM_ J(&,0) a zaroveti téZ M—EH_ fe. v
prvnim pripadé jsme ga vnitioi funkei (zobrazenf) zvolili w(t) = (¢, 0), ve druhém
(1) = (¢,£}; v obou pfipadech je vn&jsi funkei funkce f. Prvni » obou limit je rovna
nule, zatimeo druhd je rovna jedné poloving. Fenkee f tedy nemie mit v podatku
limitu, a nelze ji tedy v poédtku spojitd dodefinovat., [ ]

Piiklad Lzefunkci f{z, %)= % spojité roziifit na R*?
FKedendi. Punkee je spojitd, pokud = +y # 0. To plyne ze spojitosti funkee sinus,
polynomu T4y a zachovavani spojitosti pii sitini a déleni. Bude nas proto zajimat

lim  f(r,y) pro e € R. Pomocf vzorce pro soudet sind je
ceazigye

sin EE2 r—
)= qwncm 2 Ly
2

m.nc»cmm n_:ﬂ %HHN . _wzuwe o %HP._mEon_wu.m_mE#wq%gaPumﬁc.mncms
-~ 40—,
4R

funkee kosinus hodnoté cosa.
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Definujeme-li tedy f(e, —a) = cosa pro viechna a € R, je f spojitd na celém

R2, nebot pro e € R je . .:w# .ZHHS =, ._m—..b _;Ae“ ¥) = cosa, a tedy i
s 1 P ey P
E ) T iy=h
lim Sz, y) = cose, jak se miZete snadno presvéddit. a

E_&l?.lav

{ it i sinzlog{l+y)
PEiklad Spoétite F.._.m.u_?.s tu .
THyAO

fleseni. Uvazujeme-li funkei () = {t, 0), dostévime slozenim se zadanou funked,
#e limita, pokud existuje, se musi rovoat hodooté h_:HH__ E+n =1.

MoZnd aZ po nékolika pokusech dokdzat, Ze limita je rovna jedné, dojdeme k
podezfeni, Ze tomu tak byt nemusi, a to zhruba proto, fe jmenovatel x4y mbde bt
velmi mal¥, zatimco hodnoty © a y vfznamné pro velikost sinz a log(1 + y) mohou
byt relativng vE3i. Tuto hrubou myjlenkn zkusme realizovat tak, Ze budeme skladat
nadi funkei s funkef @(#) = {2, —t + 2}, kde by se naenafeny efckt mohl projevit.
Pokud existuje hledana iimita, pak je dle v&ty o limité slofené funkee rovna

sinf+log(l —¢+4£7) _

lim = = lim
=0 £ t—G
. 1
=l =3

Zde jsme dvakrit uzili L'Hospitalovo pravidlo. To bylo moZné, protoge limity v
Gitateli a jmenovateli v prvanich dvou limitdch jsou zfejmé nulové a protofe posledni
limita existuje.

Frotofe by limita musela nabjvat dvou riznych hodnot, dostdvame, Ze nemize
existovat. [ ]

§54. Parcidlni derivace a totalni diferencial. Pripomefime si, Ze nejéastéj-
&im zplsobem, jak zjistit existenc totdlniho diferencidlu a jeho hodnoty je pougiti
nésledujicich faktii:

Jeli f funkce z R” do R fokovd, Ze parcidini derivoce %nm?u Fsou spojite v bodé
a € R® {jako funkce n proménngch), pak funkce f md v bodé o totdlni diferencidl
df(e).

Ezistuje-li totdind diferencidl f v bodé€ a, pak existufi parcidlni derivace f va a

n
df (@) md v bodé h € R? hodnotu dn f{a) = 3~ %mmﬁn;x.
£=1

To nam davd moznost postupovat pfi vysetfovini totdlnhoe diferencidlu nésle-
dovné. Spoditime parcidlni derivace funkce na okeli skoumaného bodu 6. Jsou-li
v bodé a spojité, vime co je totdlni diferencidl diky obéma uvedenym tvrzenim.
Nejsou-li spojité, ale zname jejich hodnotu v bodé a, pak vime diky druhému uve-
denémm tvrzeni, co je totdlnim diferenciilem, pokud existuje. Zda je to skutedné
diferencidl & nikoliv, to #jistime uZitim definice totalniho diferencialu.
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Nutnou podminku pro existenci totalniho diferencidlu, kterd miZe ulehéit dikaz
neexistence diferencidlu, davd tvrzeni:

Ezistuje-li totdlni diferencidl rediné funkce n proménngch f v bodé a € R", pak
je [ v bodé a spofitd,

Ptiklad Dodefioujte funke f(z,y) = mﬂwrwq na R? tuk, aby méla totilni
diferencidl ve viech bodech a spoitéte ho.

Reseni. Pro(z.y) € G = R2\{(0,0)} je funkce definovand a snadno spocteme jeji

_uE.nE_E mmnzmoo
u N+G ]
.“u‘w+c:m

AH._ ...._.v -

I nu P
8(ay) = S i = mﬂt
To json spojité funkce dvou unou._mnbu.nr na (3, nehot jsou to raciondlni funkee

na svém definiénim oboru. Proto ma fuokee f na G totalnf diferencidl, pfitems ten
je v bod& (,y) € G zobrazenim

df(z, ) (o, ha) = S0 + Tt n,

Ma-li byt f rozdifena na R? tak, aby méla totalni diferencidl, musi byt rozsi-
fena spojité, ProtoZe ml_Ec F(t,0) = 0, je nutnou podminkoun pro takové roziifeni, Ze
F{6,0) = 0. Dodefinujeme prote f v _uenw tku pulou 2 wvaZijeme, zda ma totalni di-
ferencial v mom.wnw: ProtoZe nyni mime .IH 1) = f{0,y) = 0 pro viechna x,y € R,
jsou obé parcidlni derivacc funkce f v poddtku nulové z definice. Existuje-li to.
talni diferencial, musi platit, Ze df{0, 8): (h1, h2) = 0, tedy, e je to nulova Linearni
forma. Qviéfime, Ze ta je totdlnim diferencialem { v pofatku podle definice:

oloZme
0,05 +(h1.k 0,0)—d, 4,0 2
)= LSt <

41 _hi+ad
= ..J“r.._.» .q...u+au = __H_.:u_.uuu___.

Je tedy Mﬁw £{h) = 0 a totalni diferencidl f v po&itku je roven pulové formé dle
definice. ]

Piiklad VySetfete, zda funkci f{z,¥) = JH&HM log(1 + zy} lze dodefinovat
na n&jakém ckoli pofitku tak, aby v ném méla totilny diferencial.

Regeni. Protoge funkee xy je spojitd v poditku a mi v ném hodnotu nula, je
na n&jakém okoli poddtku jeji hodnota vEtd ne —1 a funkce f je na pfisluSném
prstencovém okoli pofitku definovani.

Ma-li funkce mit totdlni diferencidl v poditku, musi v ném birt dokonce spojita.
Protoze f(0,4) = 0 pro ﬁmogw y¥ # 0, je jedinou meZnosti, jak dodefinovat f
v podatku, poloZit f(0,0) =

Protofe nyni je f(0,y) = AH ) = 0 pro viechna x, y ¢ R, tak parcislnf derivace
v poatku jsou nulové. Jedinym moZnym kandiditem na totéloi diferencidl v po-
Zthu je tedy nulovd linedrni forma na K% Je-li skutefné totdlnim diferencidlem,
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pak podle definice musi platit, Ze lim El a“?n = (. Blozime-li oviem zkou-
{hz.h2)—[0,0) VA +A3

manou funkei proménngch Ry, kg v ﬁnm*muooqma okoli poéétku s funkei ¢t — (2,1),
pak zjistime, Ze limita pro §{ — (4 je rovna 4\1 a to je ve sporu s vétou o limité
slozené funkee.

(Poznamenejme, Ze pokud bychom éwmnna,&_— napied parcidlni derivace funkce
F v okoli pogatku, pak bychom po Jistém isili s jejich vipodtem a se zkouminim
limity zjistili, Ze nejsou v poditku spojité. Neexistenci limity bychom mohli dokazat
t63 zkoumdnim ,,po osich“a ,po diagonale®, tedy sklidinim s ¢ — (¢,0), 1 +— (0,2)
a t e (¢}, Tim bychom oviem dospéli k tomu, Ze tato cesta k cili nevede a pak
bychom jisté pfistoupili ke zkoumini diferencidle podle definice jako vyZe. ProtoZe
funkci f lze spojité dodefinovat nulou v podatku, nelze nutnou podminku spojitosti
uFit k vyvriceni existence diferencidlu v tomto pFipadg. Je proto dobré ziskat cit
pro to, kterému postupu dit pfednost, abychom aspodi nad jednodusi{mi pfiklady
neztriceli pfili§ mooho &asu.) L]

§65. Derivace ve sméru. K vipoftu derivace ve sméru je fasto vyhodné uzit
totdlni diferencidl, pokud existuje:
Eristuje-li totdlng diferencidl df (a) funkce [ z R™ do R, pak derivace ve améru

h e R" (Bf(a) = an Ew je rowna hodnoté dyf{a) tohoto diferencidiu
v h. Parnamenejme, Ze geometrické predsiavé sméru odpovidajl jen nenulovi h o

Fe ndkdy se o derivaci ve sméru miuvi jen v pripadé, Ze ||A] = 1.

Pfiklad Spoététe derivaci funkce f(z,y) = arctgzy v bodd (1,1) ve sméru
(&

Regeni Parcidlni derivace jsou w.mﬁﬁ y) = ﬂ%ﬂn a W%HH“ y) = ~|+|Hnﬂq. To jsou
funkce dvou proménngch, kterd jsou spojité na R*, specialn® jsou spojité v bodé
(1,1). Funkce f mid tedy fotalni diferencisl v bods (1,1) a derivace £ v bodé (1,1)
ve sméru AL .mywu je rovna bodnot# totdiniho diferencidhu df (1, 1) v bodé Aww_ wwu.

P -

tedy je rovna 2 sA+ ww = ww.

§56. Tefnd nadrovina. Existuje-li totdlni diferencial reilné funkce vice pro-
ménngch, miifeme mluvit o tefné nadroving k jejimu grafu:
M-l funkce f z R® do R totding diferencidl v bodé o, pak graf zobrezeni
z € R™ = fla) + dz—af(a), (t.4. mnofinae
(2, f(a)) + L ={(a,fla}) + E,m}: s € B, (§,m) € L},
kde I je graf zobrazeni df{e)) je teénou nadrovinou ke grafu f v bodé (a, f(a}).
Pfiklad Necht T je tefna rovina ke grafu funkee p(z,y} = —2% — y° +

2+ dy — 4, kter4 je kolma k pfimce {(¢,¢,t) € R%: ¢ € R}. Ve kierdm bod# protind
T ,osu z%(t.]. piimku {(0,0,£) € R%;f € R})?
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KUCHARKA NA HLEDANI EXTREMU FUNKCI VICE PROMENNYCH

Na zékladg pozndmek ze cvifeni zpracoval
Honza ,JIrigi* Ol§ing

Alporitmy, které popfi funguji pro obecn& n neznamych - ve viech textech ale budu psét pouze dvé
goufadnice, i kdy# napisu, jak by se postupovalo pro soufadnic vice.

Totalni diferencial
Totalni diferencial definuje limita

lim f(:c+hl,y+h2)—f(a:,y) '“df(;;!y) ) (h'l!h'2) (@)

{h1,h2)—{0,0) NOET

Nutnou podminkou pro existenci totalntho diferencidlu je existence prvnich parcidinich derivaci,
pokud neexistuji, zjevnd neexistuje ani (V). Pokud existuji prvni parcidlni derivace, potom jedinou
piipustnou hodnotou df (z,y) - (h1, ha) je

df (z,y) - (hy, he) = &;hl + %hz

-

Posta&ujici podminkou je budto spojitost prvnich parcidlnich derivaci, nebo existence (¥},
“ Priklad: Zjistéte zda a kde md funkce (agy)l/ ? totalni diferencidl.
A f x—2 / 3?;1 /3

9 3
af y—2/3m1/3
ay — 3

Je vidét, #e derivace jsou mimo osy spojité, tudif mimo osy existuje totdlni diferencidl. Na osdch je
funkéni hodnota (zy)'/3 = 0, ale pruni parcidlni derivace zde nejsou definovdny (jsou v limité nekonedné),
proto na osdch totdlni diferencial nend.

V poditku soustavy soufadnic jsou prvni parcidlni derivace nulové, profoe

g_, f($+hay)_f(may)_ : 9_
6m—rlul—% h _}E%)h_o

a obdobné pro derivaci podle y. .
Proto pokud totdlni diferencidl existuje, pak md hodnotu df(x,y) - (h1, he) = 0. Ovéfime jeho ezistenci
dosazenim do (V). Pfejdeme k poldrnim soufadnicim:
hy = rsin(¢)
ho = rcos(¢)
Tedy dosadém do (9):
i (ab2)' /P —0—-0 _ . (rsin(@)r cos(9))!/?
lim = lim
r—0 P /h1§ 4 hg r—0 T

Tato limite neexistuje (resp. zdvisi na dhiu ¢), totdind diferencidl tedy v poddtku neexistuje.

HledAm-li extrém funkei vice proménnych f{z1,xz,...,%n), prohleddvim jednak ,kandidaty” na extrém
a jednak hleddm extrém na okraji, coZ je extrém s vazbou.

Lokdlni extrémy
1. Nutna podminka pro to, aby funkce méla v bodé extrém je, aby prvni parcidlni derivace byly nulové:

6_f_06f

'é)_m_ sa_yhzo’

1



5 Totalni diferencial

Definice 5.1. Funkce f mad v bodé a totdlnt diferencidl, pokud existuge linedrnd
zobrazeni df(a) : R" = R, pro které platf

o J(ath)— f(a) ~ df @)[A]
h—0 (1]l

=0.

Jingms slovy plati
fla+h) — fla) =df(a}[p] +w(h), kde .Flal—b-O ”Eﬁ) =0.

Zatimco parcialni derivace charakterizuje zménu funkce pouze v urditém
sméru, totélni diferencidl ndm néco Fikd o chovini funkce pro viechny malé
pirdstky h. Jeho interpretace je nahrazent funkee teénou rovinou ke grafu funkee
v daném bodé. Pokud md funkce v néjakém bodé spojité parcilni derivace, pak
tam ma diferenciil. Plati nasledujici v&ta.

Vé&ta 5.2. Necht md funkce f : IR™ = R v bodé a totdlni diferencidl. Pak je v
bodé a spojitd, md v ném parciding derivace 1. Fddu podle viech proménnjch a
platé df (a)[h] = 37, hiba ]

l Ptiklad 5.3. Najdéte totding diferencidl funkce f(z,y) = 22+y?% v bodé (z0, yo)-

Resent: Nejd¥ive vypodteme parcidlni derivace podle obou prom&nnych v bods
{z0,%0)-
Bz f(xo,y0) =220, By f(zo,30) = 250 .

Pokud totalni diferencial existuje, ma tedy tvar 2zphy + 2y0he.

w(h) = f(zo + h1,%0 + h2) — f(zo,30) — df (2o, yo)[h] =
= (20 + h1)® + (Yo + h2)® — £§ — 1§ — 2wl — 2yohs = h] + h3.
w(h} IRl
P50 T 55 AT
Totalnim diferencidlem funkee f v bodé (2o, yo) tedy je 2zoh1 + 2yoha.

V—L—"" T, 0,0
\\ P¥iklad 5.4. Urdete, zda funkce f(z,y) = { V=2t (&:9) #(0.0) md v po-
' 0 (xy)=(0,0)

11m |k]| = 0.

catku totdlni diferencidl.

Redeni: Protoze funkci nelze v podatku derivovat (nemé tam simysl), vypoditame
derivace pfimo z definice

f(I:O)_.f(O'»O) = lim u —

lim 1 = 01
«—0 €x z—=0 2
lim f(O,y) _f(070) = lim 0-0 =0.
y—=0 k] yv—=0 oy



Totalni diferencial tedy je
df(0,0)[hi = 3. f(0,0}h1 + 3, F(0,0)ha = Oy +0hy = 0.
Nyni ovéfime, jestli tento kandidat je skuteén& diferencidlem.

lim f(h’lu h&) — f(O:O) — df(0,0) [h] = lim hiha >
R—0 NOEEY: R0 h% + h2

£0

\_ProtoZe limita neexistuje, neexistuje ani totalni diferencidl v tomto bods.

l Pt¥iklad 5.5. Zjistéte, kde je funkee f(x,y) = In{x +y) definovand, spojitd,
kde md parcidlni derivace 1. ¥ddu a kde fotdlni diferencidl.

Redend: Funkee je definovand na polorovind x +y > 0. V celé této poloroving je
spojitd a ma parcidlni derivace 1. fadu
Bof = B,f = —
TS T Yy $+y 7
které jsou zjevné spojité v celé poloroving. ProtoZe jsou parcidlni derivace spo-
jité, ma funkce totalni diferenciil.

6 Taylovuv rozvoj

Obdobné jako v jedné proménné miZeme ve vice proménnych vyjadfit hladkou
funkei Taylorovym rozvojem. Ma-li funkce f jako funkce n proménnjych spojité
parcialni derivace aZ do fadu (k+1) véetn& na okoli bodu @ = (ag,...,a,), plati
na jeho okoli

9=

J=0

!~

8 o1 R (@)
'(wl—al m1+---+($n—an)37,n fla) k+1(Z),

3,

kde

. 1 8 6 k+1
Rk+1(‘7") = (k-l—l)! [(Il —al)a_m'l"""*'(mn—an)axn:l .f(&"'é(m_a))’

€ (0,1).

7 Priklady k samostatnému procvidovani

P¥iklad 7.1. Ukafte, e pro funkei flz,y) = —;—z—ff—v plati:

lim (hm f(..'r:,y)) = ;1_% (i%f(m,y)) =0

o=+

a pFitom limita funkce dvou proménngch limg 0,0y f(2,y) neexistuge.
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Pisemnd zkouska z matematiky pro FSV (B)

LS 1997.98

Piiklad 1 : Urdcte hodnost matice A a rochodn®te, zda platf det A = 0;

1 -1 ¢ 4 &
p 2 2 0 1
A=1| 3

-2 1 1 1 |. (10bodf)
-1 O 3 -2 -2 .
0 -10 -2 7 6

Pifklad 2 : Urdcte defini®nf obor funkee f, spoftéte jeji parciAlnd derivace viude, kde
existujf a napifte rovnic tefné roviny v bodE [1, 2);

f@y) =z =42 (10 bodt)

Pifklad % : Tlkaste, Ze rovnies
2m4y+nr" +ya+my=1

uréije v jistém okoll bodu [1,0] implicitn® zadanon fimkel (prom&mé x). Spoftdte prvni
a drihon derivaci této fiumkee v bod& 1. (10 bodft)

Piiklad 4 : Nalesn¥te maxinim a minimum funkee f (pokud cxistuji) na mnoZing M.
fry)=2e+4 M={zyeR fr+H<L,z>0, 320}
(15 bodt)

Pifklad 5 : Nalezn&te primitvnf funkel

202 + 30 + 2
dz 15 bodfl
(= +1)m2 42+ 1) ( )

ReSeni pisemky z matematiky pro FSV (B)

LS 1997-98

Piikiad Bl : Pfevedme maticl A pomod! clementérnich Esdkovizh fiprav na achodovitou
matici:
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/1 -1 0 4 5 /1 -1 0 ¢ 5

2 2 2 0 1 0 4 2 -8 -9
3 —2 1 1 1 . Q 1 1 —11 141,
-1 0 3 -2 —2 0 -1 3 2 3
\o -10 —2 7 ¢ \0 -0 -2 7 6
/1 -1 0 4 5 /1 -1 0 4 5

0 1 1 —11 —14 0 1 1 -11 -14
0 0 4 -9 -11l,lo 0 —=2 3 4|,
0 0 -2 36 47 0 0 0 63 83
\o 0 & -103 -13¢/ \0 0 0 4 B4
(1 -1 @ 4 B

0 1 1 —11 —14

0 0 -2 36 47

0 0 0 63 83

0 0 0 0 %
Matice A ma hodnost §, a je tody regulirni. Proto platf det A # 0.

\ Piiklad B2 : Funkee f je definovina na R2. V bodech, kde y? # 22, miizeme pobitat
derivaci podle veoredd®:

af _ z .2
39:(5':! y) = Bgﬂ(m ¥ ) - 22,
OF () = —en(z? — 42
33,' (.‘?:.,, y) - sgn(m y ) 2y
V bodech, kde 32 = 22, zkusme poditat parcislng derivacl 2£ podle definice

‘%(m’y) =P_E% f(m +t»yl* f(m?y)

N
t—0 i

I3 f}z
= lim m|2:rf ual
t—=0 i

e

Posledni limita existuje, jen kdyZ = = 0, a je rovna mile. Vzhledem k aymetrii finkee f
(f(#.9) = F, %)) totez platf pro ZL.

Parcislni derivace funkee f jrou v bodg [1, 2] spojité. Proto v bod¥ [1, 2] existuje totAlnt
diferencidl, a tedy 1 te2na rovina, kterd mé tvar

z2=3—2-(z—1)+4-(y—2).

Pi¥fklad B3 : Polozme

F(z,9)= 22"+ 2% +4° + 2y — 1.
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Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98

Priklad 1 : Spo#tite determinant matice A.

-1 2 -2 4
1 -1 -2 1

A=l 1 2 @ (10 bodd)
1 1 -2 -1

l P¥iklad 2 : Urdete definidn obor funkee f, spodt¥te joji parcialni derivace vitude, kde
existujf, a napite rovnici tefné roviny v bods [1, 2);

Fay) = ¥+ Ty +layl. (10 bodt)

Piiklad 3 : Ukaste, se rovnice
log(x + arctgy +1) + 2y =0

wrdigje v jistém okoli bodu [0,0] implicitn® zadanou funkel {proménné «). SpoZtéte prvnd
a druhou derivaci této funkoe v bodZ Q. (10 bodf)

Pi#iklad 4 : Nalewn&te maximum a minimum funkee f {pokud exigtujf) na mmoZin& M.
Nakreslete mmo#im M.

Fag)= 4 2+ o M= (Il € R 4y <42 <0}
(15 bodt)
Piiklad 5 : Spo&ifite

‘\/m—ldT

Yra e (15bodt)

ResSeni pisemky z matematiky pro FSV (D)

LS 1997-98
Pifklad D1 : Platf
-1 2 -2 4 -1 2 -2 4
1—1—21_01-—45__1';43_32
0 1 2 o170 1 2 0 o T 4 77
1 1 -2 1 0 3 —4 3
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Priklad D2 : Funkee f je definovAna na R®. V bodech [=, y], kde my # 0, miEeme po¥itat
derivacl podle veoredcfi®:

;]
55(9%9) =e” %22 4 sgn(zy) - 9,
Zy_f(m) =—" ¥+ T +sgn(zny) - .

Zbyva vylictfit parcidlni derivace v bodech, kde oy = Q. Z vty o aritmetice limit plyne,
zc funkee f mé parcifind derivaci podle 2 (resp. podle ¥) v bod¥ [, 3] prévE tehdy, kdyZ
ji tam mA funkee g : [=, 4] — |=y| (je totiz f — g € C1{R?)). Poditejme derivace funkee g v
bodech [#,0], =z € R, a [0,4], ¥ € R, podle definice:

t—m i t—= 4
3 .1 7,0 at
g(ﬂ, 0 — My( ) fg( . I

Posledni Hmita existuje, prave kdyz = = Q, a v tomto pFipad¥ je nulova.

a 0, .
9(0 y) = lim y( ¥ - 9( y) ~ i I8 Ii — lmysgat.

Paslednd limita exdstuje, prave kdyz 4 =0, a v tomto pfipad¥ je nulovi,
Z vyfic uvedeného vypliva, Zc

D(5) -\ {0 ve® v 20}
p(2)-®\ (st eR 220}

Parcislnf derlvace funkee f json v bod® [1, 2] spojité. Proto v bodé |1, 2] existuje totAlnd
diferencidl, a tedy 1 teZna rovina, kters m4 tvar

z2=1fe+16+(2/e+2)- (x—1)+B—1/e) - (g —2).

Pi¥fklad D3 : Polozme

F(z,y) = log(x + arctgy + 1) + =y

Funkoe F je definovéna na jisté otevienéd mnozing G absamjici bod [0, 0] a pro jejf parciilnd
derivace plati:

8F 1

E{m’y) Tt arctgy + 1 T4
oF o _ 1 1,
By W T gyl 112
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