3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

3.24 ALGEBRA LIMIT
Necht funkee f(X) a g(X) majl v bodé A vlastni limitu. Pak v bodé A maji limitu

funkce [f{X)].c f(X) £ cg(X), kde «c¢yc; jsou  konstanty, %CD@CD.%

(je-li limy_, 4 g(X} + Q) a plati:
a) limy .l F(X) = {limy,, FOXH,
b) limy, (e fX) £ c2g(X)) = 1 limya f(X) + 0o limy s g(X),

¢ limgos[F{X)g(X)} = limy, 4 OO limy 0 g (X)),

FX) _ limy, . 70X

d) ::.-Nlb@ T limg—_a g(X)

3.25 LIMITRI PRECHOD V ARITMETICKYCH OPERACICH

Necht f a g jsou funkce definované na stejné mnoZing v euklidovském prostoru.
Predpoklidejme, Ze lim,_, f(x) = b, lim,_,, g(x) = ¢,b,¢ € E,. Pak platl nasledujici
tvrzeni:

a) lim_,(f(x) +gx)=b=c,

b) limge, f(x} g(x) = b,

c) limg,, Mm = m, za predpokladu, Ze c # 0.

3.2.6 OMEZENA FUNKCE

Necht' existuje viastni limita limx-a f(X). Pak existuje takové okoli I/ bodu A, Ze
Xem

funkce fje omezend na mnoZing U N M.
3.2.7 SPOJITOST FUNKCE

Necht fje funkce definovand na mnoZing M € E,, anecht’ A je hromadny bod mnoZiny
M, pfi¢emz A € M. Pak funkce f je spojith v bod¥ A vzhledem k mnoZin M, pravé kdyz
limx—a (X} = f(A).

AeM
328 ,SEVRENA“ FUNKCE

Necht fa g jsou funkce definované na stejné mnoZiné v euklidovském prostoru.
Pfedpoklidejme, Ze limy.,f{x) = b, lim,,, g(x} = c. Pak plati ndsledujici tvrzeni:
Plati-li pro funkei k& na jistém prstencovém okoli bodu A nerovnost f Sh < g a je-li
pritom limy ,, F(x) = lime.4 g(x), pak lim,_,4 A(x) = limy.., £ (x).
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3.29 SOUVISLOST DVOJNE A DVOINASOBNE LIMITY

Necht existuje dvojnd limita My y|ofxypl S0 Y), limity lim,., f{x.y) pro
viechny hodnoty proménné y zuritého prstencového okoli bodu ¥ a limity
lim,_,,, f(x.¥) pro viechny hodnoty proménné x z urlit¢ho prstencového okoli bodu xg.
Pak  existuji také dvojnasobné limity v ndsledujicim  vztahu a  plati
bz, [y oy, £2, )] = Mg yiapg el £ ¥) = limyy [limy e F(x3)]

Obracend véta neplatl, Z existence dvojndsobnych limit neplyne existence dvajné

limity, Tato viastnost plati i pro funkce vice redlnych proménnych.
3.2.10 OSTATNI YLASTNOSTE

Necht f a g jsou funkce definované na stejné mnoZing v euklidovském prostoru.
Predpoklsdejme, Ze lim,., f(x) = b, lim,_,, g(x) = ¢,b,c € E;. Pak plati ndsledujici
tvrzenl:

a) Necht k (f) je funkce definovana v jistém prstencovém okoli bodu b, kterd ma

v tomto bodé vlastni limitu a necht’ existuje prstencové okoli P bodu A, Ze f(x) =
b prox € P. Pak lim,_,4 :OA&& =lim,_; k(t).
b) Jeli f < g najistém prstencovém okoli bodu A, pak b < c.
¢) Jedi |f] < Igl na jistém prstencovém okoli bodu A a soufasng lim,_,, g(x) = 0,
pak lim,_ 4 f(x) = 0.
[23(31[41(5]

3.3 TRANSFORMACE KARTEZSKYCH SOURADNIC DO SOURADNIC POLARNICH

Pro mnoho vypocth limit funkei vice redlnych prom#nnych je vyhodngjsi pouZit misto
kartézskych soutadnic soufadnice polami, proto se v této kapitole zabyvam popisem
procesu transformace tehoto typu soufadnic.

Pomoci poldrnich soufadnic je bod urfen, obdobné jako u kartézskych soufadnic,
dvima parametry, aviak u polimich soufadnic jsou jimi minény veddlenost g bodu od
potitku a orientovany ihel g, ktery svird polohovy vektor daného bodu s kladnou asti
sy X,

Vztah mezi kartézskymi soufadnicemi (x, ¥} a poldmimi soufadnicemi (p, @):

X =xg+pcose
¥ =¥ +psing
p=0,p €{0,2n),
kde {x, ¥p) je hromadny bod, ve kterém po&itdm limitu dané funkee. [6]
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3.4 METODY VYPOCTL LIMIT FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

¥ nésledujici kapitole se budu vénovat vypottim limit funkei vice redlnych
proménnych. Problematika vypoitu téchto limit je ponékud naroéngi¥i neZ vypotet limit
funkef jedné redlné prom&nné. Jsou zde uvedeny nejfastdjii metody, kleré se k vypoltu
pouzivaji. U kazdého piikladu je popsin postup, jaky jsem pfi pofitini pouZila. Pro
nazomost jsou u nékterych ptikladi zndzornény i grafy vytvefené v programu
Mathematica. Z grafil je fasto patmé, kam funkce 2 riiznych smérii k danému hromadnému
bodu sméfuje. U ndkterych prikladd lze dojit k vysledku i jinym zplsobem. Ve dvou
piipadech (Piiklad &. 7, Pfiklad &. 8) je ukdzino i FeSeni pomoci ,¥izké™" definice limity.

Ve vétsind ptipadil se zabyvim funkcemi dvou redlnych proménnych. Pro funkce vice
realnych proménnych by byl postup obdobny, aviak pondkud sloZit&jsi. U nékterych
vypolti limit funkel dvou redingch proménnych pouZiji transformaci kartézskych
soufadnic na soufadnice poldmi, aviak u funkei tf realnych promé&nnych ui miZe dojit
k pfevodu kartézskych soufadnic do sférickych soufadnic. Proto je pro vypofet limit
slo¥it&jsich funkei vyhodn&jii pouZit pogitatovy program, napiiklad Mathematica Ci
Matlab.

Nejprve popii zpiisoby, kterymi lze dojit k poZadovanému vysledku u vypoctu limit, a
nasledng ukizu n&jaké priklady.

Pokud mém vypogitat limitu funkce f(x,3) pro x = xy 2 ¥ = ¥, mohu pouZit tyto
metody:

a) Jestlize je funkce f v hledaném bod® (xq, ¥,) spojitd, pak mohu za neznimé x, y

dosadit a dostanu limc-x, (x, ¥) = f{x5,%0) -
¥-¥o

(Pfiklad &. 4, Priklad &. 5, Piiklad &. 6)

b) Pokud po dosazeni hromadného bodu do funkee dostanu neurtity vyraz, tak se
mohu pokusit pomoci elementarnich Gprav funkei upravit tak, aby byl vysledny
tvar vhodngjsi. Poté u2 1ze postupovat obdobné jako v a).

(Priklad &. 7, Piiklad €. 8)

€} Vypoly lze také provést tak, Ze zavedu substituci, ve které se nachdzi funkce,
kterd je definovdna v jistém okoli bodu (xq,¥). Nejéastéji se zavadi substituce:
y=kx pro x>0 ay—~0 nebo y=k(x—x)+¥, pro x =% a y =¥,
¥ tomto pFipad® se k bodu pfiblizujeme po svazku pfimek. Pokud se budu k bodu
(g, ¥o) bliZit po parabolach, tak si dany bod (xg, ) zvolim vrcholem paraboly, a
poté  dostanu  substituci: ¥ —¥o = k{x —x%,)>. Po lpravich bude
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d)

e)

f)

v =k(x — xg)% + ¥,. Jestlize se poté tyto dvé limity nerovmaji, nebo je jedna
z tichto limit z4visl4 na koeficientu (smémici) &, tak mohu tvrdit, Ze plivodni limita
neexistuje. Av¥ak pokud se limity rovngji, tak o plvodnl limitZ nelze fici, Ze
existuje.
(Piklad &. 9, Priklad &. 10, Priklad . 11, Piiklad &. 12, Pfiklad &. 13)
Tinou moZnosti je vypodteni dvojndsobnych limit. Pokud se tyto limity nerovnaji,
tak hned mohu o limitd vbodE (xg ¥) Fici, Ze neexistuje. Aviak pokud se
dvojnasobné limity rovnat budou, tak o existenci dvojné limity nelze nic Fici a
musim pokrafovat ve vypodtu. Dvajnisobné limity lze také pouZit pro ovéfeni
spravnosti vypoétené limity (pokud se rovnaji ob¥ dvojnisobné limity a limita
dvojnd, tak je vysledek spravny).
(Piiklad &. 14, Pfiklad &. 15, Piiklad &. 16, Piiklad &. 17}
Lze také poufit jiZ zmifiovanou transformaci kartézskych soufadnic do soufadnic
polammich a algebraickymi Gpravami eliminovat jednu promé&nnou (¢).
Vita, kterd plati pro limitu funkce pfi transformaci soufadnic:

Funkce f mé v bod& (x;, ¥o) limitu b, jestliZe existuje nezdpomd funkee g:
< 0,00) =< 0,0} spliijici lim,o+ g(p) = 0 takovd, Ze |f(x, + peosy, yp +
+psing) — b < g(p)} pro kazdé ¢ € (0,27} a @ > 0 dostatetn® malé. Speciilng,
plati-li po transformaci do polamich soufadnic
limx-xg (%, ) = limy_ o+ h(p)g(p) kde lim, o+ h{p) = 0 a funkce g{) je

Y=Y

omezend pro p < 0,2m), pak limx-x, f{x,¥) = 0.
¥-¥o

9
(Priklad &. 18, Pfiklad & 19)
Dalsi alternativou vypoftu je pouZiti zdkladnich limit. Mdm na mysli pouZiti
stejnych vzorci jako u funkel jedné proménné. KtEmto vzorclm se dostanu

pomoci vhodné substituce. Piklady nkterych wvzorcl, které se pouZivaji:

- in F(x, . ) - i

1 EHH. liftz— FHHL (1 Y)TER = e,
% = e tmete = e msxo(l+ flxy)

pekud limx-x, f(x,¥) = 0.

Y=¥o
(Priklad &. 20, Priklad €. 21, Priklad & 22, P¥iklad £. 23)
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Matematika 1l 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

Pozndmka
Ndsledujict dlohy, a to piedevsim dlohy k samostatnému fedend a tlohy obsazené

v kontrolnim testu, jsou mceny predevsim pro zajemcr’ o tuto problematzku Pod-

statné je, aby jste si u’uedomzlt zakladm rozdil mezi lzmatou funkce Jedne a limitou

funkce vice pro mennych.

e

Reseni: Dosadime limitni bod, tedy
wx+2y 2+2-4 10 5

lim —=Z
[,u]—~[24]21,—€—g 2. 2—|—4 8 4

Reseni: Postupnym upravovanim dostaneme

y+2r+y+2 : z(y+2)+(y+2)
im —— =,5 = _lim
yl--L0 2y? + ¥+ -1 [eal—-10 ¥ (z + 1) + (x + 1)
(y+2)=+1) y+2

= 2.

= i - = lim ‘
eal—(-1.0 (z + 1} (12 + 1} wal--L0 92 +1

Resenf: K bodu [0,0] se budeme blizit po pifmkéch, tj. cestu volime po piim-

kéch obsahujicich bod [0,0]. Takové piimky maji rovnice y = kz, kde k € R je
parametr. Bude-li feSenf zdviset na parametru k, limita neexistuje. Dosadime a

dostaviame
2y . 2ka? 2k 2k

lim —— = lim ——— = lim = .
[zi—i00] T2 + y? b 12 + k22 0 T + k2 14k2

L
-




Matematika li 4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

<4¢> Limita zdvisi na parametru £. Pro rizné hodnoty k dostdvdme riznou hodnotn
limity. Limita proto neexistuje. Pokud limita nebude zdviset na parametru &,
pak o existenci limity nemiiZzeme nic Fici. Nevime, jestli existuje nebo neexistuje.
Difivod je ten, Ze pfimky tvoH pouze &ist moznosti, jak se k limitnimu bodu

muZeme blizit.

W)

Reseni: K vypoéitani této limity pouzijeme ndsledujici vétu o dvojnésobné

limité.

Véta 4.3.1,

Jestlize existuji limity

lim (lim f(a:,y)) %-ql, lim.:( lim.f(:p,.i_):); =02, . lim ']. Flo,y) = a_,.'

T—5g '\ ¥—H0 Yy—o \ x—Tq ziyl—{z0,p0

pak a = a; =az. .

Prakticky postupujeme tak, Ze si vybereme jednu proménnou, napf. proménnou
y, drubou pak povazujeme za konstantu. Poéftdme limitu funkce jedné proménné,
funkce zdvisejici pouze na y. Dostaneme vyraz, ktery jiz nebude obsahovat pro-
ménnou y, ale pouze z. Nyni = budeme chdpat jako proménnou a vypocitdme
limitu z funkce jedné proménné, funkce zdvisejic! pouze na x, ziskdme hodnotu

a1,

ay = lim (lim =

2?4 ) 4zt —4
a—1 \g—2 24 4yt - 17

= lim e
A1 16— 17
4{z? - 1) ) 4

AL e ATl L R Py

Totéz udeldme pro obé proménné v opaéném pofadi a dostdvdme hodnotu s,

2y —4 ) y?—4 ) 1 1

as = lim [ lim 11_{% T4V — 4 =,1;1_I,n§ 214 ]
(u y y

y—2 \2—1 gt 4y — 17

Vidime, 7e a1 # as, limita neexistiije. Pozor, jestlize a; = ag, pak o existenci

Ef _252_
o ol




Matematika [}

4.3. Limita a spojitost funkce vice proménnych

< A o{) limity se opét ned4d nic fici. Mize,

ale také nemusi existovat.

Na zavér kapitoly si nadefinujeme spojitost funkce dvou proménnych.

Hm
[:l: )y}""["'l:ﬁ]

. Vypottéte limitu

lim
[y)—

. Vypoététe limitu

x T
4212

. Vypoététe limitu  lim

. UkaZte, Ze neexistuje limita

. UkaZte, Ze neexistuje limita
. UkaZte, %e neexistuje limita
. UkaZte, Ze neexistuje limita
. UkaZte, Ze neexistuje limita

9. UkaZte, Ze neexistuje limita

10. Ukazte, Ze neexistuje Limita

lead-i-14] y(z + 1)

Tt —y

sin(z +y) - cos{z — ).

22+ 1

. z(y + 1)
m ———
[zy]—10.0] 27 -+ 3y
)

lim .
lzyl—(L4] ¥ — 4

2% — 2

lim —.
[zy]—[00] ZY — Y

2yt — 2%+ 26
zty+4
. 2r+1
lim —_—,
wal—i-3-4 ¥ Ty +1
, 24z
lim .
[y —(00] TY + Y
(2 +y+ 1}z —y+1)—1

lim
[m,‘y]—»[—l,—a]

lim
[z.3]—[0,0)

¥

- 263 -
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3 LIMITA FUNKCE VICE REALNYCH PROMENNYCH

Pklad£.22  Vypottste lim T222
y=0
0

Reeni: Celou funkci roz5ifim vyrazem .W a vazniklou funkei rozdélim podle véty 3.2.4.

Zvolim si substituci t = xyz. Nisledn& lze u funkce op8t najit podobnaost se vzorcem pro

vwypodet limity funkce jedné redlné proménné {lim,_.q mmuu = 1). Po sloeni jednotlivich
funkci dostanu limitu rovneu 0.
. sinxyz  sinxyz yz _ sinxyz . Sinxyz
lim —— = lim———— = lim——-yz = lim ——— limyz =
x>0 X x—+0 x yz =0 xXyz 0 xyz X
y-0 y—+0 y-rl) ¥-0 y—0
z0 z—0 2=0 z—D z=0
. sinxyz t= _ sint
:wwL!n I S jimT—=1
=0 xyz t— 0 0t
y-0
=420 . . =1:-0=0
liggz = lingy Lz = 0-0=0
¥y—=0 ¥-=0 y-0
z-+0 Fardi] z—0
Priklad &. 23 Rozhodnéte o existenci limity fimy.z %. a pokud existuje,
y=0
vypoditejte ji.

Redenl: Celou funkci rozdifim takzvanou chytrou jednikou, tj. m Rozlozim novou

funkci na dvé funkee f{x,y) = .n.m% a g(x) = x, podle vity tykajici se algebry limit. PFi

vypodtu limity funkce f(x,¥)} vyuZiji substituci a funkci tangens si vyjadfim pomaci
funkei sinus a kosinus. Po dosazeni dostdvaim limitu funkce f(x, ¥) rovnou jedné a limitu

funkee g(x) rovnou 2. Tudiz je vysiedna limita v bod€ (2, 0) rovna dvéma.

1] 4 x 1 £
lim Y _ :EE[H :E.mluw.u = lim ma&.:ﬂx =
X2 y =iy x xl xy x2 xy x—+i
y-0 y-+0 y=0 y=0 y-+0
t = t sint 1
lim B = =) s By 20 g2
2 xy t—40 =0t 0 b cost
= 4 ¥>0 =1-2=2
limx =2
x-2
y-0

32

3 LIMITA FUNKCE ViCE REALNYCH PROMENNYCH

1

ﬁ v Piiklad &. 24 UrZete limitu limxsin :
m hl x=0 X—y+2
¥~

z—D

Regeni: Limitu budu Fesit pomoci odhadu. Mohu totiZ tvrdit, Ze pokud vynisoblm
proménnou x funkel sinus v absolutni hodnoté, vZdy dostanu &fslo mensi nebo rovné
absolumi hodnoté z x, protoZe absclutni hodnota funkce sinus je vZdy mensi nebo rovna 1.

Vyuziji zde take znalosti viéty uvedené v kapitole 3.2.10. Proto se tato limita rovnd nule.

1
x sin——— < |x]
x—-y+tz
) N 1
limlx] =0 - limxsin———-=0.
x—=0 x—0 x—y +z
¥-0 y-a
z—+0 z—0

Q % v Piiklad &. 25 DokaZte, ¥e plati limy-o MN.N =0.
y-0

Refeni: K dokédzani tohoto tvrzeni opét pouZiji odhad hodnot funkei v okoli bodu (0,
0). Nejprve si funkci rozloZim na dv& funkce podle kapitoly 3.24. Dostanu limity:

. . P . xy - -
__Ba..m xa wum uw»..u.\ep. Je zfejmé, Ze __Bx..“.« = (0. Funkee f{x,¥) = pered omezend na
mnoZiné E, \ {[0,0]}, protoZe pro viechna {x, ¥) z defini¢niho oboru plati Iw < NNNWHN < .w.

Pokud ovéfim tuto merovnost, bude ziejmé, Ze opravdu plati pro viechna (x,y) # (0,0).

Koneéné plati, Ze soufin funkce majici limitu rovnou nule a funkce omezené je roven nule.

limx=0
x=0
y=0
27 x¥+y27 2
L xy 2.2 2 ) 2
|Mm.ﬂ S —2xy<xi+y? 20+ 2xy+y 0 0<(x+y)
- Hu_.a ww
T e 2 2 2 _ Y
R~+wummlmav.ma +y? 0022y +yio0s{(x—-¥)
x
- fx,y) = Mul.m\ﬂ je omezena.

— lim x - omezena funkce = 0.
x—0

y-0
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Limita a spojitost - Tefené piiklady 12

Ty 0,0
26. Pfiklad Vyfetiete, zda je funkce f{z,9) ={ 22 4¢2 L (2,9 # 0,01 opoiita v bods [0, 0].
0 pro [z, y] = {0,0].

ReZeni  Aby byla funkee f spojitd v bodé [0, 0], mus{ mit v tomto bod& limitu rovnu nule. DokaZme,
e tomu tak je. PonZijeme vitu, ktera tvrdi, Ze limita soudinu funkce jejiZ limita je nula a ohraniZené
funkce je rovna rovné? nula. Zfejmé plati

2
Ty lim = 1 7Y

1m —_= - 1 PR S—
[m,y]—#[0,0] 32 + 92 [z,y]—*[U,U] ley!ﬂovol :r2 + y2

Pritom lim =z = 0. Uka?me nyni Ze funkce ;ﬁ%’ je ohranifend. Plati

[z.%1—[0,0]
2 2 2 2 2 |2y 1 Ty 1
Tedy funkce E‘-‘%ﬁ je ohraniZend.
P
27. P¥iklad Vydetfete, zda je funkce f(z,y) = ¢ 28 4 44 profa, ] # [0,0] spojitéd v bodé [0, 0]
0 pro [z, y] = [0,0]

ReSeni  Aby byla funkee f spojitd v bod& [0, 0], musi mit v tomto bod& limitu rovou nule. Metoda
postupnych limit, metoda svazku p¥imek i metoda polarnich soufadnic davaji vysledek nula. Metodou
svazku parabol ukaZme, 7e limita nula neni a tedy zkoumana funkce je v daném bod& nespojita.

-'134'9‘2 ] 74 (k.m2 }2 . k258 k2
im —/=— =lim =
c—by=ka? T8+ yt  z—0 28 + (ka?)t

L*:« —

=i TR I

Limita L** zdvisi na parametru k. Odtud podle vty o jednoznafnosti limity plyne, Ze funkee f je
v [0, 0] nespojita.

2 2 _
28. Priklad Spodtéte limitu  Lm -——\M’J’Qll
[,y ~[0,0] T +y

Hedeni Do funkce nelze bezprostfednd dosadit. Provedeme proto vhodnou algebraickou Gpravu.
Viraz rozdifime.

VaT+y2+1-1 lim (VR +2 41 -1(/22 +32+1+1)

lim A———— =
(2,41 —[0,0] z?+y (2,41 —10,0] (22 +y2)(/z2 +y2 + 1+ 1)

= lim ety +1-1) I S
[0 —0,0] (22 +y2) (/22 +42 +1+1) Bu=00 /22 +y2+1+1

[N

ms _ y3
29, Piiklad Spodtste limitu lim ——=.
[eyl—[2.2) 24 —

Regeni Provedeme algebraickou tipravu funkce. RozloZime fitatele 1 jmenovatele vyrazu a prove-
deme pokriceni.

x —qP . (x —y)(z? + 2y + 97) #ray+y? 4+4+4 3

lim = m = lm = = —.
a2z T — 1 a2 (& — 9 (E ) +12) mol—22 (@ +y)(=t+yE) 4d4+4) 8

2 2
30. Piklad Spoctdte limitu  lim _ S 4y)
fe] =00 2?4y +4—12

RNDr. Jifi Klagka, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Na zékladé uvedenych skutetnosti je zfejmé, Ze

4
lim (I —y+x)75 = et
(m,y)—*(5,5)( Y )

s P#i vypoétech se snazime funkce rizné algebraicky upravovat, abychom napft. dostali
soudin dvou limit, kde jedna je limitou funkece jedné proménné a druhé zjednoduSend
limita funkee vice proménnych. Souéin dostaneme nésledujici ipravou:

o - L0

="_1 .

9(X)

f(X)-g

U limity funkce jedné proménné si miZeme vypomoci L’Hospitalovym pravidlem
nebo jinymi dpravami, které u funkef vice proménnych pouZit nemiZeme.

Priklad 3.1.7. Vypodéitejte:
(A /{;\ yp A

9 ]+ y}+ 2]
lim (1 + ———) .
(,812)—(0,0,0) 2| + Tyl + =]

Resend: Zavedeme substituci t = |z + |y| + || a pouZijeme vétu 2.2.4. Zfejmsé je |z| I |y| +
|z] # 0 v ryzim okoli bodu (0,0, 0):

9 ) []-+- |l -+

2 t
lim (1 R — = lim (1 + —) = |10l = lim 6“"(14"%).
(@.4,2)—=(0.0,0) |2} + [} + | 2] t t—=0

t—0

Zde musime vypoéftat limitu vjrazu v exponentu, a poté dosadime vysledek zpét.
Ve vypoctu této dfléf limity pouzijeme L'Hospitalovo pravidlo:

0.

2 In(1+2 2 2t
lim [tln(l-{-—)] =|0-oo|=Iim-r—l(,—F*):‘E‘:lim = lim
t—0 t t—0 T o0

0142 0f+2
Pokud dosadime tento dil&f vysledek do predeslé limity, dostdvame:

9 [ +y |-+ 2|
lim (H"—ﬂ—m—) —0 =1,
(#,4,2)—(0,0,0) lz| + |y] + {2

e U tloh, u kterych potfebujeme ovéfit neexistenci limity funkee, vyuzZivime zna-
losti postupnych limit z pozndmky 2.2.2. Dile miZeme pouzit i substituce typu:
y = k(z — 20) + yo nebo y = kz?, o kterych jiz byla Tet.

Piiklad 3.1.8. Presvédéte se o existenci nebo neexistenci nasledujicl limity:

x — 2y

lim )
(z)—(0,0) 3z + Y
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o 2x%y3 -
- lim neexistuje.

x—=0 x5 4 u\m

y0

223y

Obr. 6. Funkee f(x,y) = ma v potdtku neobvykly priibéh, ktery znadi, Ze limita v tomto

xb4

bode neexistuje.

V daném pfipad# graf funkce f(x,¥) namaduje, Ze by bylo treba prozkoumat parcidlni
funkee f(x,x) a f(x,0). Je f(x.x} =1 prox # 0, f(x,x) = 0 pro x # 0. V sebementim
okoli po&atku se tedy vyskytuji funk&ni hednoty 1 i 0 a dvojnd limita nemiiZe existovat.

. . . x? stn+ ¥?
Priklad &. 17 Zjistéte, zda existuje Hmx-o — 55—
y-i0

Regeni: Pokud vypoétu dvajndsobné limity této funkee, zjistim, Ze jedna z téchto limit

x4 y?

L . %2 sint+ 2 L.
neexistuje. Prato limita funkee f(x,¥) = ﬂﬂ» v bodé (0, 0) neexistuje.
RNmEW+ y? x? wmnm+ ] 1
lim | lim z 3 = lim Z = lim sin— = neexistuje.
x=0) y=0  x2 4 y -0 x¢+4+ 0 x—0 x
x? &:W+ ¥ c.mmnw+ ¥? ¥
lim | lim —_ 7 |= lim ————— = lim — = liml =1,
yuolx—0 x*+y ¥ 0+ y2 y=0 32 y-p
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Zavér Je _.EM.NN mm:w Hc._...mrrMmvéamm:zn_am__w:#m::_?_.mug_mh.mmn%m?:wnu
i

h{x) = sin w_.a omezend. Proto
1

S sin + y? o
u_q_ln._mdq neexistuje.
y-0

A\\ A Priklad €. 18 Vypoditejte limitu v bodu [0, 0] funkee ,nm%.

Refeni: Dand funkce md defini&ni obor D{f) = E; \ {[0,0]}, proto nelze postupovat
stejné jako v piikladech, kde jen dosadim za proménne. Pri fedeni této limity poufiji
prevod zkartézskych soufadnic do sowfadnic polimich. Po této transformaci se ve
jmenovateli objevi znamy vzorec pro poditini s goniometrickymi funkcemi sin®x +

cos?x = 1. Po uvedené tGvaze j2 jiZ zfejmé, ¥e limita této funkce v daném bode je rovna

nekonednu.
s = [y = psing| = : i !
——=|¥= = lim = lim
H..._.ﬂw x2 4+ y2? 9 =0 vwo,f prcasio + pisintp  p-0* p?{cosie + sinfy)
— @0 90
L1 1
ST

i

Obr. 7. V okoli bodu (0, 03 funkce f(x,y) = ey roste nade viechny meze, to znamend, Ze limita

je v tomio bodé rovna nekonedou.
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p) Dile je mo#né vyuzit odhadu pomoci funkel (posloupnostl), o jejichz pritb&hu

v daném bodE mam predstavu a li3{ se jen mélo od piivodn funkce.

(Piklad &, 24, Priklad & 25, Pfiklad &. 26, Priklad &. 27)

Qrﬁru Prikiad & 4 Urdete limxoo 7% %",

¥y

Reteni: Tuto limitu lze jednoduse vyFeit tim, Ze za neznamé x, y dosadim hromadny

bod (0, 0), protoZe dand funkce je spojitd v celém prostoru Ez.

s —yZogpl -0—
lime™ ¥ =¢ 00 =p0 =

x-0

¥y

Obr. 3. Graf funkce f(x,¥) = e~*¥* ze kterého je pairné, 22 v bode (0, 0) m4 limitu rovnou

hodnoté 1.
Piklad &. 5 UrZete limgoz ——.
yrl 3x-y+5

Regeni: Funkce je v bod# (2, 1) definovana a spojitd, proto mohu za neznémé x, y

dosadit tento hromadny bod a limitu nalézt.

" x+6 2+6 _8
M3 —y+5 3-2-1+45 10
¥=1

]
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Priklad &. 6 Stanovte limitu funkee f{x,y,2) = x3y%z v bod& (1, 2, 1).
Regen: Funkci lze pomoci algebry limit rozdglit na soufin spojitych funkel
g,y 2) = x* h(x,3,2) = ¥y%i(x,y,2) = z. Poté lze dosadit limitn[ bod a limitu

vypoditat.
i 302 e mad cHmvi - limz=1-4-1 =
u_h_.ﬁa v NIWEH wﬂw D_n_.ﬁ_u 1-4-1=4
=2 P2 yo2 y—2
z—+1 z-1 z-11 F4nd 3
Piiklad &. 7 Presvédete se, 7e limxo ——— = 4.
0 xy+d4—2
Regenl: Funkce f(x,y)} H% nenf definovana v bod& {0, 0) a podle ,uzké"

definice limity je§té na osach x, y. Podle to definice limita funkce f (xy)= %l'u

v bods (0, 0) neexistuje, protofe v kafdém redukovaném okoli bodu (0, 0) existuje
nekonetné mnoho bodi, ve kterych neexistuje funkéni hodnota. Funkéni hednoty by se ale
bez vyjimek mély bliZit k hodnot& limity. Nyni piistoupim k prozkouméni chovani limity
na mnoZing E, \ {{0,0)). Nejjednoduisi moZnost, jak dojit k vysledku, je roz3ifit cely
vytaz ,.chytrou® jednitkou, Poté u¥ snadnymi algebraickymi dpravami vypocitdm limitu
funkce f(x, ¥).

xy .J:Q+++m

xy
lim =lim
vy +a-2 Fodryta-2 Jry+ 42
xy(fay+4+2) xy-(Jry+4+2)
B Brrerad R A
¥y—0 ¥y=0 y-0
=V0-0+4+2=4

21
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M c Prikiad & 11 Rozhodnéte, zda existuje limxp m
¥y-0

Reeni: Bod (0, 0) je bodem nespojitosti funkce m Opét se budu snazit dokdzat, ze
existuje takova kfivka, Ze pokud se po nf budu bliZit k bodu (0, 0), tak dostanu jinou
hodnotu nez pii pfiblizovani po jiné kfivce. Tim dospéji k tomu, Ze funkee m nema
v bodé (0, 0} limitu. Nejdfive substituuji rovnici paraboly (y = k). Po dosazeni dostanu
hodnotu 1. Limita proto miize existovat, ale ji2 pfi dosazeni rovnice pfimmky (y = kx) se ve

vysledku vyskytuje parametr &, takZe je tato limita pro rizné hodnoty smérnice riizna.
Proto lit-o 22 neexistuje.
y-0*7Y

- Substituce y = ko’
. x + kx? " (1 + kx) 1+ kx
= m -
X —kxt 20 x(1—kx) x-01—kx
- Substituce y = kx

_.BR+»N i x(1+ k) I 1+k 1+k kel
= lim = = \
T T kx ax(lok) ael-k L1-kPC
Slimx-o 22 neexistuje.
¥yl i

12

Obr. 5. Grafické zndzornéni funkce £ (x, ) = PH Zde je pairné, 2e limita v bodé (9, 0) nemiize

x

existovat,

24
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#ay?

Priklad &. 12 Vypodtéte limz-o

e +y

Resenl: Funkce f(x,¥) neni definovdna nejen v bodé (0, 0), ale ani na pimee o rovnici

x24y*

y = —x. Z toho je jasné, Ze limzo
¥-+0

pe neexistuje podle ,,izké" definice limity.

Pokusim se zjistit, co se d&je v t&sném okoli pfimky o rovnici y = kx, a také v tésném
okoli paraboly o rovnici ¥ = kx*. V obou pripadech vyjde limita rovoa nule, to znamend,
%o limita miZe existoval. VySetfim funkéni hodnoty vbadech (x,—x +x%),
(x,—x — x2),x % 0. Tyto body volim proto, ¥ se kptimee ¥ = —x pfiblizuji velmi
blizko, protoZe pro malé hodnoty x, je druhd mocnina tohoto Zisla velmi mald. Pro bod
{x,—x + x2) jsou pro x = @ v kaZdém okoli bodu (0, 0) funkEni hodnoty blizké Eislu dva.
Pokud se piiblizuji k ptimee y = —x ,,zezdola” (bod (x,—x — x2}), ie vidét, Ze se funkéni

hodnoty v okoli bodu (0, 0) blEAI k hodnaté -2. To zmamend, Ze lims—o - poditana

vy XY
vzhledem k defini¥nimu oboru této funkce neexistuje.
- Substituce y = kx
, x? ok kPx? . 221+ k%) i (1 + k%) 0
o x kAW x(1t k) =0 1k
- Substituce y = ke
i x* + k2x? i (1 + k2x?) _.BHQ +kx?) g
= lim = ={.
P8 xRk a0 x(1+kx) a1+ Rx
- Substituce y = —x + x?
x? + (—x + x*)? 22+ x? —2x% + 2t
lim ( ) = lim =lim@Z-2x+x%)=2-2-0+0
=0 X+ (~x+x%) x50 Xz #-0
=2
- Substituce y= —x — x?
22 + (—x—x%)? 2+ x?+2x
lim ( ) = lim =lim{-2-2x—-x*)=-2-2-0-0
0 x +(—x~x%) x-0 —x? x—1
= -2
Loty
= lim ——— neexistuje.
o0 x4y
¥y=0
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2

Priklad &, 13 Uréete liMmx—o ==

yop T
Regeni: Op¥t nejprve prostuduji, co se d&je, kdybychom se piibliZovali do podtku po
piimkéch a parabolich. Obé& tyto limity vyjdou rovny nule. KdyZ ale studuji kfivku

i
y = ¥x = x3 (pro x > 0), po algebraickych dipravach zjistim, Ze kdyZ postupuji do bodu
(0, 0) po této kiivce, nachizi se na ni body s funkinimi hodnotami rostoucimi
k nekone&nu. Dvojna limita preto existovat nebude.,

- Substituce y = kx

lig X i 2O
x0x? + k6x®  x-0xPF(1+ kSxY) x-0l 4 kSx* 1

- Substituce y = ke
i K 0,

120x2 + k6x12 x-0x2(1 4+ kSx19)  x-01 4+ kSx10 =1

1
- Substituce y=Vx = x3

i 5
. xx3 i x3 i 1 1
im ———— = i === ln —— ~ - = .
=t & x0t2x2 x-0*r, 2 O
PR va 2x3
L xy? -
- lim— neexistuje.
x=0 x2 4 y6
y—a

Prklad2. 14 Urdete limysosp 22,
Y0 Tx+y

Reseni: Definiénf obor funkce je Ez\ {[0,0]}. V tomto pikladu vyuZiji okolnosti, Ze
pokud se dvajndsobné limity nerovnaji, tak limita dané fimkce neexistuje. Vypo€itdm proto

dvojnasobné limity, a protoZe jsou navzijem rizné, mohu Fici, Ze dand limita neexistuje.

iim (i leu.vl_. HIF. 1 1
o _m__.ux+u\ ST T aNTTT
x-5 -5 -5
lim ?a |J =lim—2 = lim— = -5.
ys0\—0Tx +y/ yo0 y  yeo l
X5y .
- lim neexistuje.
nu.qu +¥
¥y
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2x2 41yt

Priklad £. 15 PresvEdite se, Ze pokud limita limx—o gy

y=0

existuje, je rovma

nule,
Redeni: Nejprve urlim dvojndsobné limity. Tyto limity se rovnajf, limita proto miZe
existovat. O existenci se pfesvéd&im substituci y = kx. Limita po ipravich opét vyjde rovna

2x2+7y%
Sx—8y

nule. Proto limx-o
y=+0

existuje a je rovna 0.

= lim—=lim—= =0.

fim A:E x40 5x x-0 5 4

2x% 4 Tyt 2x? 2x 2-0

x>0 \y-+0 5x — By

. 247yt N N A

lim| lim———F—

y~0\x—+0 5x— By

2x? + 7y? o2 4Tk 22+ TRD) 247K
= |y = kxllim = lim =

=0 5x — 8y x50 By —8kx 0 x{5—8k) x»0 5-8k

2x2+7y%
Sx-8y

Zavér: Pokud limita limx-a
-0

existuje, plati

i NH~+§.NIQ
) Sx—8y

y—a

2x7y
26+ p6

Piiklad &. [6 Urgete limxz-o

NHWWM
xb4 yE

ReZeni: Po vypodtu dvojndsobnych limit mohu tvrdit, Ze limita limxp miiZe

-0
existovat, protoZe se fyto dvojnasobné limity roviajl, respektive ob€ jsou rovne 0. Dile
zkusim do limity dosadit za proménnou y svazek piimek (y = kx). Po algebraickych
Nkuu\w
x6+ yb

fipravich ale vyjde tato limita zdvisla na smé&mici &. Proto limita funkce f(x,¥) =

v bodg (0, () neexistuje.

2x%y? 2x-0
_maﬁ:a il vu:a ud 0.

0 \yooxb4 yof  xs0x840 -
2y 2000y
lim | lim — = lim = =0.
yoo\x+0xS+ yE]  yo0 O+ y
. 2x3y® by =k i 2x33x® i 2h3x i 23
M.M_M.da +y5 y = kx| = *oxe + K6x6 h.-wamﬂ +k%) o1+ kb
¥
23
T 14k
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Matematika 2 9

kdy bod [z4, yo] nazgvime pélem. Vyhodou tohoto popisu je, Ze potom limitni pfechod
[z, 4] = %o, w] 17e nahradit limitnim pfechodem p — 0. Uvedeny postup ilustruje nasle-
dujici ukdzka.

Piiklad 5 Vypodtéte limite  lim 1ocos™(s?447)

(zp)=(00) @)

Protoge v tomto piipadé funkéni hodnota neezistuje (po dosazeni je ve jmenovateli 0),
poudijeme transformact do poldrmich soufadnic. Po nahrazens proménnych z, y md funkce
toar:

1 —cos’(z® +4%) _ 1-—cos®(p”)

(@ +37)° o
proto vipedet wvedend limity nohradime vipoclem limity funkce jedné proménnd o pri
vipocty muierne pouil aperdt funkce jedné proménné, v temio p¥padé L’Hospitalono

1

pravidio.
. 1—-cos?(z? +y* . 1=cost(p? i 4psin(a*) cos{¥)
im —(—g—l=llmﬁ—(~l-——hm q
(ix,¥}—{0.0) (=2+1%) el p =0 40
1] Y 2 *
= lim #2)  lim eos(p?) = 1
=0 4 p—0

Poznamenejme, Ze v pfipadé kdy vysledek zévisi na ¢ limita neexistuje viz. ukazka 2.2.
Dile je nutné uvédomit si, Ze limitni pfechod pro p — 0 musf checné zohlednit i moZnou
zévislost @(p), viz ukazka 2.3. Analogicky lze postupovat i u limity funkce 3 proménnych
s vyuZitim sférickfch soufaduic.

1.4 Parcialni derivace, derivace ve sméru

Pro funkce vice proménnych se zavadi pojem parcidln{ derivace, ktery vyufiva pojem
derivace funkce jedné proménné.

Definice 4 Parcidini derivect funkce y = f(zy,Z2, ... %) v bodé A = (o, ...,an) podle
proménné x; rezumime derivaci funkce jedné proménné y(z) = fla1, .., 01,2, @i | 1, -, G2)
v bodé a;. Tuto derivaci zapisujeme dvéma moingymi zpisoby:

J2.(A) nebo -gxii(A).

Tedy viechny proménné kromé prom&nné z; ,zafixujeme® tj. nazirame na né p¥i derivovéni
jako na konstanty a derivujeme pouze podle proménné x;. Pro grafické vyjadfen! pojmu
parciiln derivace se omezime pouze na funkce dvou proménnych v bodg [z, y]. V tomto
pfipadé ,zafixovéni® proménné x, resp. y zna®i omezit se na rovinu z = zy, Tesp. ¥ = yo.
Potomn ve shodg s geometrickym vyznamern derivace funkce jedné proménné je derivace
f+(Zo, o) Tovna smérnici teZny v bods [z, yo] k prisednici funkee f(z,y) s rovinou z = xy.
Analogické ivahy plati i pro f(zo, o). Situace je zndzornéna na nésledujicim obrézku

Jestlife funkee y = f(X) ma definovanou parcidlnd derivaci podle proménné x; v ka#-
dém bod& mnoZiny M je funkece pfifazujici kaZdému bodu této mnofiny hodnotu této
parcidlni derivace nazjvina parcidlni derivaci funkee y = f(X) podle promé&nné x;, co
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EVALUATING LIMITS WITH POLAR COORDINATES

PAOLO MASULLI

Tet f Le o funchion f: D CR? — R, such that (0,0) is » Yimit point of D, We want to evaluate its limit for
(r,9) = (0,0). One method is to use polar coardinates centered ut the origin, via the substitution

|w=rcos€ y=rsinB.|

This wuy we pet a new function {r8) — F(r,8) snd cvaluste its limit for r — 0%, In fact this corre-
sponds to (riy) — 0 in f. But thora is some extra condition to verily, to be able to conclude that the limit
lim gz 40,0 F(# ) I8 the same of lim_p1 F{r, ).

Theorem 1. We have

lim z,y) =1,
(1.1,-)—4(0&)” v

(for 1 finite or Loo) if and only if
lim F(r,8) =1
r—0F (1, }
uniformly in 0, for 0 € |0, 2%).
“Uniformly” here means that F(r,#) has to spproach ! us r approaches 0, independently of the value of
# € [0, 2n).
Example 2. limg, 0,0 I-f—:‘fy—; After passing to polar coordinates, we get

litn 7 cos® fsind.
r=0!

By the nsnal inequalitics —1 < cos@,sin#? < 1, we get that -1 < cos® 0sind < 1, and so
—r < reostfsing € '
Of course lim,r = lim, 4 —r = 0, therefore, by the Squeeze Theorem, we have that

lim vcos® @sind = 0,
r—0+

and this holds independently of 6. Hence the wanted limit is also 0: limz, gy _4(0,0) ;g'%%}' =0.

Example 3. lim y)0,0) ;?—;_%z We do the usual substitution and get

li cos? @sin

ra0t r2eos? f + sinf)’
Iu this case, the limit for v — O clearly depends on . This leads us to suspect that the wanted limit of f does
nat exist. To check this, we take two different. paths through (0,0). If we consider the path o = % we got

li ___'Tgﬂ:g =1 ot - 1 1
e T SR T ima
If we take another path, y = a:
2y a

lim = lim ——— = Hin ——— =0
el 38 433 T S50z (x2+1)  e—sbzi4l

o2 .
We have obtained different values, therefore the initlal imit limz )00y ;_‘{'.—'_%f does not exist.

Goud to kuow:
o If, after the substitution, all r simplify, and we are left with an expression in @, then the limit does not
exist.
» As u rule of thumb, if we are left with @ only in the denominator, we suspect that the limit does not
exist (see Fxample 3). '
o If 8§ only oceurs in the numerator, then we cun often use incqualitics to show that the linit r = O is
tndependent of # (as in Example 2) and so compute lim e, y)— v,0) f{=: 1)
E-maoil addregs: masullifqam. au . dk

Data: September 15, 2011.



Polar Coordinates and Limits

Consider .
@ lien at 4y
@n=(0.0) 22 + 42

You try different paths (such as all lines through the arigin, y = mz, a parabola or two, etc.)
and you notice you keep gotting 0. This leads you to believe the limit exists and is 0. So
you decide to try polar coordinates: z = rcos(#), y = rsin(4), and take the limit as v — 0%.
So for this one, you get.

rt cos?(#) + rtsin’(8) *(cos?(d) + sin'(8))

= i
rm0t 72 cos?(8) + 72 sin®(8) o 72
= lim r?(cos*(f) + sin(9)).
T 1 (cos®(?) + sin®(#))

You want, to say this limit is 0, and it is. But remember that we want o be 0 independent
of 4. Implicitly, what you're using is that

0 < |r*(cos*(8) + sin*(6))] < r¥| cost(8) +sin(B) < r¥ -2 = 2r°.

Now as r = 0%, 2r% — 0, and so0 by squecze theorem, %(cos?(8) + sin?(8)) — 0 as well. So
the limit is 0. The key is that the limit was of r* times something bounded.

Here's another one for you:
2
@ lim  —.
(za-(0,0) 2% y2

Again, you try some different paths, like lines and such, and you keep getting 0. So you
want, to prove this limit is 0. Well, you go to polar coordinates and you get

rdcos®(f)sin(d) .
r=0+ 2(sin? (6) -+ cos?(9)) rl—]H;l 7 cos” () sin(6).

We want to say this goes to 0. Can we do this? Yes, because we have r times something
bounded. Indeed,

| cos®(8) sin()] < 1

since each of cos?(f) and sin(f) is bounded by 1. Therefore
{rcos®(68) sin(8)| < |r| = 0

as r — 0%, Therefore the whole limit is 0.

Now look at the limit we had today:

: T
111 —_—
(=) —0,0) 22 + 48
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124 CHAPTER 3. FUNCTIONS QOF SEVERAL VARIABLES
ﬂ-ﬂd

By = e d 4 Ysin?e

= 1 (cos® 6+ sin §)

Also, suying (z.y) — (0,0} is equivalent to saying r — 0F, Hence, we have:

) 4yt . 1 (cos’ 0 +sim*0)
litm g5 = lim ———
(ea)—(0,0) ¢ + 3¢ P T
= limr (co“ & + sin® 0)
r=()F
= 0

There is also an equivalent of the squeeze theorem. Suppose we are trying

to find ; l)in}: " F iz y) given f(2,y) and we suspect the limit might be L.
) —{u, |

Theorem 208 Suppose that [f (z,y) — L| £ g(z,y) for every (z.y) inside a
disk centered at (a,b),ezcept maybe ot {(a,b). If lim >_q(:l:,y) = 0 then

(z,0)—=(a,b
lm z.y) = L.
B ()

The difficulty with this theorem is that we must suspect what the limit is
going to be. This is not too much of a problem. If you have tried a table of
values and found that along all the paths the table allows you to investigate,
the limit i3 the same, or if you have tried to compute the limit slong different
paths und have found the same value every time. Then, you might suspect the
limit exists and is the common value you have found. It is this value you would
try in the squeeza theorem, The second difficulty is finding the function g. This
is done using approximation of the initial funetion f. How it is done depends
on f. We illustrate how to do it with a few examples.

Example 209 Find( %in}o u)f{m,y) for f(z,4) = ;%
)= {0

The reader will check that computing this limit along various paths such asx =0,
Yy =0,y =z gives 0. So, you might siart suspecting the limit exists and is 0. We
now use the squecze theorem to iry to prove it. In other words, we need to find

a function g(x.y) sueh that |f (z,4)— 0| £ y(z,¥) and( %hrku u)g(a:,y) = (.
g, )= (U,



