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Teorie

Véta 1 (Heine). Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y, M C X,
ae M, ,beY. Pak
lim f(z)="0

z—a,xeM

pravé tehdy, kdyz: pro kazdou posloupnost {z,,} C M \ {a} plati
Tp —a = f(zp) —b.

Véta 2 (Aritmetika limit). Necht (X, p) je metricky prostor, f,g: X — R, M C X,
a€ M, a,feR. Necht limy g pen f(2) = a alimy_yq zem g(x) = 8. Pak

L. limysqem f(z) +9(2) =a+ 5
2. hm:c—m,a:GM f(lE) : g(x) = Q- 5

3. hmx%a,xGM f(l‘)/g(:ﬂ) = O‘/ﬁ’ pokud 3 7é 0.

Véta 3 (O limité slozeného zobrazeni). Necht (X,p), (Y,0) a (Z,7) jsou metrické
prostory, f: X =Y, g:Y - Z. Necht ACX,ac A, BCY,be B/, c€ Z anecht
plati:

1. 36> 0: f((P(a,6)NA)C B
2. hmz_ﬂl@eA f($) = b

3. limypyen gy)=c

Necht plati jedna z podminek
(P) In>0: b ¢ f((P(a,0)NA)
(S) zobrazeni g je spojité v bodé b vzhledem k B.

Pak
lim  g(f(x)) = c.

r—a,x€A

Véta 4 (2 policajti). Necht existuje prstencové okoli P(xg,yo) takové, ze na P(zo, o)
plati
Wz, y) < fla,y) < g(z,y).
Necht déle
lim  hA(z,y)=L lim g(x,y),

[,y]—=[z0,y0] [,y]=[z0,90]

L € R. Pak také existuje
lim  f(x,y) = L.

[,y]=[z0,y0]
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Poznamka 5 (O dvojnasobné limité). Pokud existuji limity limg—z, (limy_, f(2,y) =
Ly a limyy, (limg sz f(2,y) = L2 a L1 # Lo, tak limita limy, ) (5, 0 f(2,y) neexis-
tuje. Opacné tvrzeni neplati.

Véta 6. Polarni soutadnice zavedeme vztahy x = xg + rcosy, y = yo + rsinyp, kde
r>0a¢ge|0;2m).
Pak pokud L € R a existuje nezdporna funkce g(r) takova, ze

lim g(r) =0 a | f(xo + rcosp,yo+ rsing) — L| < g(r)
r—0+

pro kazdé r z néjakého pravého prstencového okoli 0 a kazdé ¢ € [0;27), pak

lim  f(x,y) = L.

[,y]=[z0,y0]

Specidlné pokud po transformaci dostaneme f(z,y) = g(r)h(p), kde lim,_,o4 g(r) =
0 a h(p) je omezend pro ¢ € [0;27), pak

lim  f(z,y) =0.
[z,y]—[z0,y0]
Priklady
1. Spoctéte limity funkci vice proménnych nebo ukazte, Ze neexistuji

(a) (f)
x+ 2y . Ty

1m hm mﬁ
[z,y]—[2,4] 22 +y [z,y]—=[0,0] x“+y
(b) ()
zy+2r+y+2
lim
eyl —»-10 zy? +y? +x+1

Vi +yr+1-1

i
pyloD0 22+ 3P
(c) )
xy
eyl [0.0] 22 + 3 (b)
(d) 9 || +y]+|=]
22y — 4 lim <1 + >
lim —2 = [2,9,2]—[0,0,0] lz| + [y| + ||
[zy]—[1,2) o +y* — 17
(e) (i)
. tanzy .
tim lim
[y —[2,0] Y [z,y]—+[0,0] 22 + ¥y
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2. Spoctéte limity funkci vice proménnych nebo ukazte, ze neexistuji

(a) (c) (e)

lim e * Y i Ty
[z,y]—>[0,0]

(b) (d)

sin zyz
[x7y7z]_>[07070} x

(f)

lim
[z,y]—=[0,0] T — Y

lim oY lim LY I i
_— im im rsin ——
[z,y]=[0,0] oy +4 — 2 [z,9]=[0,0] T2 +y [,y,2]-[0,0,0] rT—y+z
3. Spoctéte limity transformaci do polarnich souradnic
(a) (d)
) 1 — cos?(2? + y?)
lim 3 3
wal=00] (22 +y%)? Ty

11m S 5
(b) [.4][0.0] 2% + 32
2
lm o
[x7y]—>[070] x4+ Yy (e)
()

X
11m — hrn ———— =
[2,y]—[0,0] 22 + 32 [2,y,2]+[0,0,0] &2 + Y% + 22
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