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Teorie

Věta 1 (Heine). Necht’ (X, ρ), (Y, σ) jsou metrické prostory, f : X → Y , M ⊂ X,
a ∈M ′, b ∈ Y . Pak

lim
x→a,x∈M

f(x) = b

právě tehdy, když: pro každou posloupnost {xn} ⊂M \ {a} plat́ı

xn → a =⇒ f(xn)→ b.

Věta 2 (Aritmetika limit). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, f, g : X → R, M ⊂ X,
a ∈M ′, α, β ∈ R. Necht’ limx→a,x∈M f(x) = α a limx→a,x∈M g(x) = β. Pak

1. limx→a,x∈M f(x) + g(x) = α+ β

2. limx→a,x∈M f(x) · g(x) = α · β

3. limx→a,x∈M f(x)/g(x) = α/β, pokud β 6= 0.

Věta 3 (O limitě složeného zobrazeńı). Necht’ (X, ρ), (Y, σ) a (Z, τ) jsou metrické
prostory, f : X → Y , g : Y → Z. Necht’ A ⊂ X, a ∈ A′, B ⊂ Y , b ∈ B′, c ∈ Z a necht’

plat́ı:

1. ∃δ > 0: f((P (a, δ) ∩A) ⊂ B

2. limx→a,x∈A f(x) = b

3. limy→b,y∈B g(y) = c

Necht’ plat́ı jedna z podmı́nek

(P) ∃η > 0: b 6∈ f((P (a, δ) ∩A)

(S) zobrazeńı g je spojité v bodě b vzhledem k B.

Pak
lim

x→a,x∈A
g(f(x)) = c.

Věta 4 (2 policajti). Necht’ existuje prstencové okoĺı P (x0, y0) takové, že na P (x0, y0)
plat́ı

h(x, y) ≤ f(x, y) ≤ g(x, y).

Necht’ dále
lim

[x,y]→[x0,y0]
h(x, y) = L lim

[x,y]→[x0,y0]
g(x, y),

L ∈ R. Pak také existuje
lim

[x,y]→[x0,y0]
f(x, y) = L.
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Poznámka 5 (O dvojnásobné limitě). Pokud existuj́ı limity limx→x0(limy→y0 f(x, y) =
L1 a limy→y0(limx→x0 f(x, y) = L2 a L1 6= L2, tak limita lim[x,y]→[x0,y0] f(x, y) neexis-
tuje. Opačné tvrzeńı neplat́ı.

Věta 6. Polárńı souřadnice zavedeme vztahy x = x0 + r cosϕ, y = y0 + r sinϕ, kde
r > 0 a ϕ ∈ [0; 2π).

Pak pokud L ∈ R a existuje nezáporná funkce g(r) taková, že

lim
r→0+

g(r) = 0 a |f(x0 + r cosϕ, y0 + r sinϕ)− L| ≤ g(r)

pro každé r z nějakého pravého prstencového okoĺı 0 a každé ϕ ∈ [0; 2π), pak

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L.

Speciálně pokud po transformaci dostaneme f(x, y) = g(r)h(ϕ), kde limr→0+ g(r) =
0 a h(ϕ) je omezená pro ϕ ∈ [0; 2π), pak

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = 0.

Př́ıklady

1. Spočtěte limity funkćı v́ıce proměnných nebo ukažte, že neexistuj́ı

(a)

lim
[x,y]→[2,4]

x+ 2y

2x+ y

(b)

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x+ y + 2

xy2 + y2 + x+ 1

(c)

lim
[x,y]→[0,0]

2xy

x2 + y2

(d)

lim
[x,y]→[1,2]

x2y2 − 4

x4 + y4 − 17

(e)

lim
[x,y]→[2,0]

tanxy

y

(f)

lim
[x,y]→[0,0]

x
xy

x2 + y2

(g)

lim
[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2

(h)

lim
[x,y,z]→[0,0,0]

(
1 +

2

|x|+ |y|+ |z|

)|x|+|y|+|z|
(i)

lim
[x,y]→[0,0]

1

x2 + y2
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2. Spočtěte limity funkćı v́ıce proměnných nebo ukažte, že neexistuj́ı

(a)

lim
[x,y]→[0,0]

e−x
2−y2

(b)

lim
[x,y]→[0,0]

xy√
xy + 4− 2

(c)

lim
[x,y]→[0,0]

x+ y

x− y

(d)

lim
[x,y]→[0,0]

x− 5y

7x+ y

(e)

lim
[x,y,z]→[0,0,0]

sinxyz

x

(f)

lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x sin
1

x− y + z

3. Spočtěte limity transformaćı do polárńıch souřadnic

(a)

lim
[x,y]→[0,0]

1− cos2(x2 + y2)

(x2 + y2)2

(b)

lim
[x,y]→[0,0]

x2y

x2 + y2

(c)

lim
[x,y]→[0,0]

x4 + y4

x2 + y2

(d)

lim
[x,y]→[0,0]

x3 + y3

x2 + y2

(e)

lim
[x,y,z]→[0,0,0]

x2

x2 + y2 + z2
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