Matemnatika I| - 5.2. Totdlni diferencidl, teénd rovina, Taylortv polynom

obdrZime

df(1;0,5) = (32%) 10,11+ (124%)] ~ -0,08

1:0,5] [1;,0,5)
=3.0,11412-0,5%-0,08 = 0, 57.
Vyuzijeme vztah f{z,y) = f{zo,yo) + df (za, %0), tedy
f(1,11;0,58) ~ f(1;0,5) +df(1;0,5) = 1,5 + 0,57 = 2,07.
Ptesné je f(1,11;0,58) = 2,148 079. Rozdil mezi obéma vysledky je ddn tim, Ze
jsme v prvnim piipadé uvazovali pfirtistek funkce na teéné roviné.
Jesté poznamenejme, Ze pokud pouzivdme desetinnd éisla, pak je vhodné jed-

notlivé komponenty bodil od sebe oddélit stfednikem.

af _ 1 zty—(z—y)
or ey )" T +y)?
1+ (22) (
_ (z+y)? 2y ¥
i 2ey+y? 4+ a? -2y + R (et ) 2Pyt
0f 1~y -(z-y)
3y_ -1, 2 33+y2
1+(w—_i_,;,’) ( )
(z+1y)* —2z -z

Ty 4yt el -2yt Pty Ay
Dosadime do formule pro totdlni diferencidl, definice 5.2.2., a dostdvame

_9f af

' —a dz — 2d
df = dp + Zdy = —~ L gy =YY

= — -l - =
O dy 22 4 32 + 2?4 32 Y z2 + 32
Y Y
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Matematika Il 5.1. Parcialn{ derivace

Nésledujici Schwarzova véta charakterizuje tzv. ,,zdménnost® smiSenych

parcidlnich derivaci.

Véta 5.1.2.
. - ) » ,_. . 82f a?f o . o
Jsou-li smiSené parcidlni derivace ——=—, —=— spojité v bodé A = [z, 30|, pak
. Ozdy dydr _

jsou si V'_tdmtO'BQdé- rovoy, ti i
of — 8_2f( ) .
Hrdy :__ dydz

Pozndamka

Za obdobrigch predpokladi véta plat! 1 pro parcidlnd derivace vyssich 'f‘ﬁid’&, také pro
' ' u tu

Oy?0z0x 4 Jxdyoz

funkce vice proménngich. Napt. necht v = f(x,v,7). Jsou-li

v bod€ [wo, Yo, 20) Spojité, pak jéou si v tomto bodé rouny.

Regeni: Jednd se o funkei dvou proménnych z, y. Hleddme tedy parcidlni
a of
Az~ By’
1. Nejdiive budeme derivovat zadanou funkei podle x, proménnou y budeme

derivace —

povaZovat za konstantu:

af 10z
= =12z — 22 = 122%* — )
Ox Y T Tt 1+z*
2. Derivujeme podle 7, nyni z budeme povazovat za konstantu:
of 4
== =Bz
dy y
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Matematika Il 5.1. Parcialni derivace

Reseni: Postupné zadanou funkei derivujeme podle jednotlivych proménnych.

1. Derivujeme podle z, proménné y, z povazujeme za konstanty:

@zﬁm_l_l'(w"l_y)_(m_y)'l — T 2yH32
Oz ' (z +y)?
2y
= 61 + =7 ex—2y+32.
(z+y)*

2. Derivujeme podle y, proménné z, z povazujeme za konstanty:
- 2T
(& +y)

3. Derivujeme podle z, proménné x, ¢y povazujeme za konstanty:

g —l-{z+y)—(z—-y)-1

r-2y+3z
A e (-2) =

Qea:—2y+3z

- e

g e Dyt3z
— _63—23,u+3,. .3 = _Sez—-Zy-{-Sz‘

dz

Pitklad 5.

ReSeni: Vypoéitame jednotlivé parcidini derivace zadané funkce a uréime
jejich funkéni hodnotu v bodé A pifmym dosazenim:
1. Derivujeme podle x, proménnou y povazujeme za konstantn, a poté do de-
rivace funkee f podle 7, coz je opét funkce proménnych z, y, dosadime bod A:
of

p (A) = e 4 we_"’zy(—Qxy)‘ = "% V(1 — 2u%y) = 3e.

A=[1,~1] a=l1,-1
2. Derivujeme podle ¥, proménnou x povazujeme za konstantu, a poté do de-

rivace funkce f podle y dosadime bod A:
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Matematika Il 5.1. Parcidlni derivace

Redeni: Nejdifve vypotitdme parcidlni derivace prvého fadu:
3 43 8 3y°
oz z° Oy x4

o or
oz’ By

Derivujeme jesté jednou podle z i podle y funkce

Pl 0 (2) gy

Jx?

Reseni: Zadanou [funkei z budeme postupné derivovat dvakrdt podle = a
poté podle y:
dz

9
— =y cosx, —s
Jx 4 T fa2

Oz 5 . 3z :
= —y’sing, = = —2ysinz.

ox20y

1. Uréete viechny parcidlni derivace funkee f(z,y) = sin{z® + ¢?).

2. Uréete viechny parcidlniderivace funkee f(z,y)=tan(z%y) vbodé A = [0,7].
3. Urdete véechny parcialni derivace funkce f(z,y, 2) = e™= 4™ P32 gl 02,
4. Ureete viechny parcidlni derivace funkce

f(z,y,2) = sinzcosy + sin{x + y) cos(y + z) +sinz v bodé 4 = [0, T, Z].
5. Urdete viechny parcidlni derivace druhého fadu funkce

fle.y) = yaresin VT + /(20 + 3y)°.
6. Uréete viechny parcidlni derivace druhého fddu funkce f(z,y) =

v bodg A = [1,-1].

Ef —263_
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Diferencial funkce obvykle zapisujeme v obecném tvaru

1@ = Layae+ 2L (a)dy+—(a)dz

kde
dz =dz(h)=hy, dy=dy(h)="hs, dz= dz(h) = ha

jsou linedrni funkce, které nabyvaji uvedenych hodnot.
Gradientem funkce f = f(z,y,2)} v bodé ¢ nazyvame vektor

g f10) =  3t0). S 0). 3w

Obdobné pro funkce f = f(x1,73,...,%,) definujeme diferencial funkce v bodé g, ve
kterém mé funkce spojité parcialni derivace, jako linedrni funkei (formu)

df(a) = df_a_,ﬁ=zn: ghk,_ (h1,ha, ..., he).

k=1

Pouzivame rovné? obecného zdpisu ve tvaru

Z ,ﬁ a)dzy,
k=1 wk
kde
dIk(b__) = hk, 1 < k S n
Gradientem funkce f = f(z1,%2,...,%,) v bodé g nazyvame vektor

ared 10) = (L0, L0 5L

Regené tilohy na diferencidl a gradient funkce t¥i a vice proménnych

Uloha: Uréete diferencial funkce f = f(z,¥,2) v obecném bodé a v daném bodé.

L. f = f(CE,y,Z) =T+ Yy + 2 y . &= (11_172)‘
Definiénim oborem funkce je mno#ina D; = R® a funkce m4 spojité parcialni deri-
vace v bodech mnoziny R? — {0} a je

of ® of y af p

Bz VRt 0y VETPFZ 9z VIRt 2
tudiz je

1
= e ——— U d .
f m(mdm + ydy + 2zdz)

Po dosazeni soufadnic bodu a dostaneme

df(e) = —=(dz — dy + 2dz).

Sl
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35

TECNA ROVINA A NORMALA GRAFU FUNKCE
DVOU PROMENNYCH

J{Pfiklad 1.  NapiSte rovnici tegné roviny a normaly k ploSe o rovnici z = In 2=t3y
. . 2z-3y

v dotykovém bodé T' = [~1, 0,7].

ReSeni. Nejprve vypotteme tfeti soufadnici bodu T, tj. zr = In-:-g =1Inl = 0.

Pro sestaveni normélového vektory tedné roviny potfebujeme uréit parcialni derivace
funkce. Nejprve podle z: £& = =t - M22=3y)—22243y) _ 22-3y , ds~Gy~sz—ty _

= T R (2z 3y = wEly  (Zeedgt =
= e = A2 idlni deni s 8 1 3(2z—3y)43(2z43y) _
z_“-y—yzz+3y)(gi_3y = faissgy parcidlni derivace podle y: 5 = T G -

12z 12z

= ._%:—;—:3 ' %”%"f?&l = [@Fhy)(Gz-3y) — 1zf-gy7- Hodnoty parcidlnich derivaci
v bodé& T jsou g—:(—l,O) = 0, g;(—-l,O) = —3. Normélovy vektor hledané tegné roviny
je i = (0,~3,—1) nebo (0, 3,1). Rovnice tetné roviny je z ~ 0 = O(z + 1) - 3(y - 0), tj.
3y + z = 0. Norméla je p¥imka kolm4 na tefnou rovinu v bodé T'. Smérovym vektorem
normély je normdlovy vektor teiné roviny nebo jeho libovolny nésobek. MtiFeme tedy
pouzit § = (0,3,1). Potom parametrické vyjédren{ rovnice normély je z = -1,y = 3,
z=1teR.

Priklad 2. Napiste rovnici tefnd roviny k plo¥e o rovnici z = In v 922 — 2y3 v bodé
T =(1,-2,7]. Urtete té% parametrické vyjddfeni rovnice normadly.

— . oy - 8 _ 1 1 18z =
Refeni. Vypotteme z(1,~2) = In/F T 16 = In 5. 5 = e e 18z
= gy 95(1,—2) = . Podobnd vypotieme 2= 2 L (—6y?) =

= +/9z3 28 ) 24/9z2-2y3

= sy a 8(1,-2) = —12, Pak it = (&, 5%, 1) nebo libovolny nasobek tohoto
vektoru, napf. (9,~12, —25). Teénd rovina je urfena rovnici 25(z —In5) = 9(z - 1)-
—12(y+2) nebo po tipravé obecnou rovnici 9z — 12y—252z4-251n5—33 = 0, Parametrické
rovnice normdly jsow: = =14 0f, y = -3 ~ 12t,z=In5-25t, te R .

Priklad 3. Uré&ete rovnici teéné roviny k plose, které je zadana rovnici
z=1z% ¢ Jylarctg 7 + 22 Inf~1vbodt M =[1,1,7).

Reseni. Nejprve vypoéteme 2(1,1) =1+ i——-"' -1= g-w. Diéle uréime parcidlni derivaci
podle proménné z: 2% = 2z + ﬁ?;; +2zln s +az?. L. i— = 3z + l—iy;s; +2zln £ a padle y:
gé = Oy?arctg z + 2. t-(-&)=%larctgz~ ’?3. Dosadime soufadnice dotykového bodu
2 dostaneme gf(l, =34 g- =3a -gj;-(l, 1) = %’E — 1. Potom normaélovy vektor teéné
roviny je i = (3, 2 — 1, —1) nebo jeho nésobek (18,97 — 4, —4). Z analytické geometrie
v prostoru vime, Ze rovnice tedné roviny je az + by+cz4d =0, kde (g, b, ¢) je normélovy
vektor roviny, tedy 18z + (97 —4)y—4z+d = 0. Po dosazeni bodu M je184+9r—4—37r =
= —d, to znamend, fe tedné rovina m4 rovaici 18z + (97 —4)y ~ 4z — 14 — 6r = 0.

Priklad 4. Napite rovnici té te#né roviny k ploe o rovnici z = z? — dxy + y?, kierd
je rovnobéind s rovinou p, jeji¥ rovnice jezt+y+z—4=0.

ReSeni. Vypoéteme —gﬁ- = 2z — 4y, g—; = —4z 4 2y. Hledana te#na rovina ma normalovy
vektor (2x7 — 4y, 2y — 4z, ~1). Soufadnice bodu T sice nezname, ale vime, %e ma-
li byt teénd rovina rovnobéini s rovinou g, mus{ platit (2zr — dyr, 2yr — 4z, -1) =



a6

= k-(1,1,1), kde (1,1,1) je normalovy vektor roviny g. Tedy 2zq—4y7 = k, 2yp~dz =
ka~1= Ic Resime soustavu rovnic 2zp — dyr = —1 a 2yr — 4z = —1. Z toho
TT = % yr = — a dosazenim do rovnice dané plochy zr = —3. Rovnice tené roviny je
(- 3)+(@w—3)+(z+3) =0, po fipravé 2z + 2y + 22— 1 = 0.

Priklad 5. NapiSte rovnici tefné roviny k plo3e, kterd je zadana implicitng rovnici
3z? +4y* + 522 -39 =0, v bode T =[1,2,2].

ReEeni. VypoEteme parcidlnf derivace funkce F(z,y, z) = 3z? +4y* +52°—39: &£ = 6z,
— = By, 8E - 10z. Do derivac{ dosadime soufadnice bodu T a dostaneme normaélovy

vektor tecne roviny (6, 16, 20) nebo (3, 8, 10).. Rovnice tefné roviny je 3z+8y+10z+d = 0,
po dosazeni soufadnic bodu T' dostaneme 3z + 8y + 10z — 39 = 0.

Piiklad 6. XK plofe zadané implicitné rovnici arctg z + 22y — 3ylnz = 0 napiste
rovnici teéné roviny vbodé T = [0 1 1]

~ 2 BF 3 ’ v ¢
Reseni. % 'i'-l"-?" + 2zy°, T = 3z’y? —3lnz a %= = —=L, Po dosazeni soufadnic

bodu T do parcidlnich derivaci dostava.me normalovy vektor 7 = (1,0,—3). Rovnice
tefné roviny po dpravd jez — 32+ 3=0.

P#iklad 7. K ploge implicitng dané rovnici o2 + 4y® + 42% ~ 6 = 0 najd8te ty te&né
roviny, které jsou rovnobéZné s rovinou g o rovnici = + 2y +4z-2=0.

Redeni. Nejprve vypoéteme %5'- = 23:, 8E _ gy a 2£ = 8z. Normaélovy vektor roviny
o je (1,2,4) a pro normalovy vektor tecne roviny s rovmou g rovnob&iné mus{ platit
(2z7,8yr,827) = k(1,2,4). Porovninim odpovidajicich soufadnic dostaneme 2zr = &,

8yr = 2k, 8z = 4k, z toho zr = ’;, yr = ';5 a7 = %. Bod T leZi na dané ploge,

takfe jeho soufadnice musi rovnici plochy vyhovovat. Pak - + Eyp= 6 fefenim je
k12 = +2. Uloze vyhovuji dva dotykové body T = [1, 2,1] 2 T2 = [-1,-§,-1], 2 pak
jsou Fefenim i dvé teCné roviny,atom iz +2y+4z=06amn:z+2y+42+6=0.

Piiklad 8. NapiSte parametrické vyjadreni rovnice normély k plofe zadané rovnici

z = arctg ;:g: v jejiim bodé T = [2,0, 7).

Regeni. K uréeni smérového vektoru normaly potrebujeme zné.t obé parcialni derivace:

8z _ 1 =3 ~3(5—-5y) . (2 0) = 3
dr 1+(; 3‘)! 5~5y 25-50y+25y’+1—6:+9=“ oz

Bz -— 1 5(1 32) 5(1 3:) N (2 0)

dy — 1+(1"‘=)2 (5—5y)’ — 25-50y+25yd+1- B:+9::" 8y

Smérovy vektor normaly mé soufadnice ( m' —1,-1) nebo (3,5, 10). Dosazenim z7,

yr do rovnice plochy vypodteme zp = — ¥ a pak parametrické vyjadfeni rovnice hledané
normily jez =243,y =51, 2= —~+10t te R

Ptiklad 9. Napifte rovnici teiné roviny a normaly k plo¥e zadané implicitné rovnici
z? — 3zy + 2% — 6 = 0 s danym dotykovym bodem M = [2,1,2].

ReSeni. Normélavy vektor tetné roviny (a smérovy vektor pfisluiné normily) k plose
zadané rovnici z? — Sn:y + 28 —6 = 0 a dotykovim bodem M = [2,1,2] je roven
(§£(2,1,2), 9E(31,2), 2£(2,1 2)). V nafem pifpadé je 25 = 2z — 3y, &£ = 3z

a &8 = 32, Normélovy vektor je tedy (1,-6,12). Rovnice hledané tetné roviny je

z
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f = flz,y,2) =5z + 62y — Toz + 822 —~ 10y, a=(0,-1,2).

Definiénim oborem funkce je mnozina Dy = R® a funkce m4 ve viech bodech této
mnoZiny spojité parciidlni derivace a je

g—%=10:ﬂy+6y—72, %=5x2+6x—20y, %Jzi=—7m+16z,

tudiz je
df = (10zy -+ 6y — Tz)dz + (52* + 6z — 20y)dy + (— 7z + 162)d=.
Po dosazeni soufadnic bodu g dostaneme

df(e) = —20dz + 20dy + 32d=.

f=flz,y,2)=In(2r —3y+52-T), a=(4,0,1), b=(1,1,1).
Defini¢nim oborem funkce je mno¥ina Dy = {(z,y,2); 22 — 3y + 5z > 7} a funkee
mé4 spojité parcidlni derivace ve vSech bodech této mnoZziny a je

af _ 2 af _ -3 af _ 5
9r 2z—3y+bz—7 Oy 20-3y+5z—T7 90z 2o—3y+5z-T

tudiz je
1
df =
/ 2:r—-3y+5z-—7(

Po dosazeni soufadnic bodu a dostaneme

2dx — 3dy + 5dz).

df(a) = %(de — 3dy + 5d2).

Bod b = (1,1,1) neni v definiénim oboru funkee, diferencidl funkce nelze v tomto
bodé pocitat, i kdy# se do jeho obecného vyjad¥eni daji soufadnice bodu & dosadit!

. f=f($1y7z)=m: @=(2:_1a3)'

Definiénim oborem funkce je mnozina Dy = R® — {0} a funkce ma spojité parcidlni
derivace ve v8ech bodech této mnoZiny a je

af —x af —y of —z

9z VRt Pt R Oy VRrgrR 8z YA+ R
tudiz je

xdz + ydy + 2dz).

-1
Af = e

Po dosazeni soufadnic bodu ¢ dostaneme

-1

df(e) = (2dz — dy + 3dz).

Q“
—
=



1.

e

f(ﬂ:,y)=2w2—3:€y+5y2—4x+2y—5, a2 = (15_2)'

Funkce je definovana v mno#iné Dy = R* a m4 spojité parcislni derivace v celém
definiénim oboru. Vypoftem dostaneme pro parcidlni derivace vyjadient

af of
a-4ﬂ:—3y—4, 5—y—-10y—3x+2

a tudi? je
df = (4z — 3y — 4)dz + (10y — 3z + 2)dy.

Po dosazeni soufadnic danych bodi do obecného vyjadieni dostaneme, Ze

df{a) = 6dz — 21dy.

. f(z,y) = arctg ($+y): a= (1:_1)

Funkee je definovina v mnoZingé Dy = R? a ma spojité parcidlni derivace v celém
defini¢nim oboru. Vypodtem dostaneme pro parcidlni derivace vyjadfeni

of _af 1

8z dy 1+ (z+y)?

a tudiz je .

1
df = dz + dy.
/ 1+ (z +y)? ‘ 14 (z+y)? y

Po dosazeni soufadnic danych bodii do obecného vyjadieni dostaneme, Ze

df{a) = dx +dy.

. f(a:,y)= \/m: a=(52), b= (_412)‘

Funkce je definovana v mno%ingé D; = {(z,y); 2z — 3y + 5 = 0} a ma spojité
parcialni derivace v mnoZiné {(z,y); 2z — 3y + 5 > 0}. Vypoltem dostaneme pro
parcialni derivace vyjadfeni

af T of -3
or  V2x—3y+5 dy 2/22-3y+5
a tudiz je
1

Po dosazeni soufadnic danjch bodf do obecného vyjadieni dostaneme, Ze
5 1
d = =dr - =duw.
fla) 3dsc zdy

Bod b = (—4,2) neni bodem definiéniho oboru, diferencidl funkce nelze v tomto
bodé poditat,
f(m'n'y) = my_2 + ‘;i) a= (1>_1)
Funkce je definovéna v mnozing Dy = {(z,y); = # 0, y # 0} a md spojité parciilni
derivace v této mnoZing. Vypodtem dostaneme pro parcidlni derivace vyjadfeni

af 2a%—y* 8f ¢y -a°

or ~  zty Oy  xy?

12



a tudiz je
9228 — ¢ y? —
df = =——2d dy.
f 2y et

Po dosazeni soufadnic daného bodu do obecného vyjidfeni dostaneme, Ze

df(a) = —2dz + 2dy.
5. flz,y) = Vaty+1, a=(0,1).

Funkee je definovana v mnoZing D; = {(z,v); v’y + 1 > 0} a mé spojité parci-
alni derivace v mno#ing {(x,y); z%y + 1 > 0}. Vypodtem dostaneme pro parcialni
derivace vyjadieni

of _ = o _ L
or ~ 2Py +1 Oy 2Vaty+1
a tudiZ je

1
df = —==—==2xdz +dy).
f= s T )

Po dosazeni soufadnic daného bodu do obecného vyjadieni dostaneme, Ze

df(a) = %dy-

Ulocha: Urdete rovnici te¢né roviny ke grafu funkce f = f(z,y) v bod& (g, f(a)).

1. f(z,y) = 32% — 22% + bay® — 6z + 5y + 10, a = (1, -1).
Definiénim oborem funkce f je mnofina D; = R?, funkce mé spojité parcidlni
derivace ve viEech bodech této mnoZiny a je

af af

—_— = ?2_ 4 2_ 6 —=-2 2 1 .
B 9z xy + Sy By x4+ 10zy + 5
Po dosazeni soufadnic bodu @ dostaneme
af of

= 12 = —7.
50 @ =12 5-(a)
Protoze f(a)= f(1,—1) =9 je rovnice te¢né roviny
7: z—9=12(z-1)-Ty+1) = 12s -Ty—2—-10=0.
2 flz,y) =vaT+ 97 a=(4,-3).

Definiénim oborem funkce f je mnofina D; = R?, funkce mé spojité parcidlni
derivace v bodech mnoZiny R* — {0} a je
af _ x of y

9z JoRr gy Oy JE+L
Po dosazeni soufadnic bodu a dostaneme

of . 4 0f, . 3
E(g‘_) - 5} "8_?}(@) = 5

Protoze f(a) = f(4,—3) =5 je rovnice tecné roviny

T z—5=%(z—ﬁl)—g(y-|—3)®43:—3y—5z=0.

13
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Lokalni vlastnosti funkci vice proménnych 8.

(hl,hlzi)n_l' ©.0) % = (. Slozime-li oviem zkou-
manou funkci proménnych hi, he v prstencovém okoli poldtku s funkef ¢ — (t,1),
pak zjistime, Ze limita pro ¢ — 04 je rovna % a to je ve sporu s vétou o limité
sloZené funkce.

(Poznamenejme, Ze pokud bychom vy3etiovali napfed parcidlni derivace funkce
f v okoli poéatku, pak bychom po jistém usili s jejich vypoctem a se zkoumanim
limity zjistili, Ze nejsou v poc¢atku spojité. Neexistenci limity bychom mohli dokéazat
té% zkoumanim ,po osach“a ,po diagonale“, tedy skladénim s ¢ — (¢,0), t — (0,1)
at— (t,t). Tim bychom oviem dospéli k tomu, Ze tato cesta k cili nevede a pak
bychom jist& pfistoupili ke zkoumaéni diferencidlu podle definice jako vyse. Protoze
funkci f lze spojité dodefinovat nulou v pocatku, nelze nutnou podminku spojitosti
uZit k vyvraceni existence diferencidlu v tomto pfipadé. Je proto dobré ziskat cit
pro to, kterému postupu dat pfednost, abychom aspor nad jednodusgimi piiklady
neztraceli pfili§ mnoho &asu.) [

pak podle definice musi platit, Ze

§55. Derivace ve sméru. K vypo¢tu derivace ve sméru je ¢asto vyhodné uzit
totdlni diferencial, pokud existuje:

Baistuje-li totdIni diferencidl df (a) funkce f zR™ do R, pak derivace ve sméru
h e R [Onfla) = %1_{% w ) je rovna hodnoté dpf(a) tohoto diferencidlu
v h. Poznamenejme, e geometrické piedstavé sméru odpovidaji jen nenulovd h a
7e nékdy se o derivaci ve sméru mluvi jen v pFipadé, Ze ||h| = 1.

Piiklad Spoététe derivaci funkce f(z,y)} = arctg zy v bodé& (1, 1) ve sméru
-1 -1

Regeni. Parcidlni derivace jsou %E(:n,y) = i @ gﬁ(m,y) = 17a552- 1o jsou
funkce dvou proménnych, které jsou spojité na R2, specidlng jsou spojité v bodé
(1,1). Funkce f mé tedy totalni diferencil v bod& (1,1) a derivace f v bod& (1,1)

ve sméru (=L, =1) je rovna hodnots totalniho diferencidlu df(1,1) v bod& (=%, =%),
V2! V2 V2 2

- 11, 1-1 _ =1
tedy je rovna 5 2—|—2\/§—\/§. [ |
§56. Teéna nadrovina. Existuje-li totdlni diferenciil realné funkce vice pro-

ménnych, mizeme mluvit o teéné nadroving k jejimu grafu:
Md-li funkce f z R™ do R totdlni diferencidal v bod€ a, pak graf zobrazeni
r €R™ = f(a) + dp—of(a), (t.j. mnoZina
(@, f(a)) + L ={{a, f(a}) + (§n): a € R", ({,m) € L},

kde L je graf zobrazeni df (a)) je tecnou nadrovinou ke grafu f v bodé (a, f(a)).
Piiklad Necht T je tetna rovina ke grafu funkce p(z,y) = —z° — y° +

27 + 4y — 4, ktera je kolma k pfimee {(t,t,t) € R3: ¢t € R}. Ve kterém bodé protina
T ,osu z“(t.j. pfimku {(0,0,%) € R3¢t € R})?
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Parcidinf derivace a derivace ve sméru

g Ay N _L-@P4yH-y-2y  xP-y?

axdy 5(I2+)’2) B (x2 +y2)? RSO

3%g _ 9 —x _—1.(x2+y2)—(——x)-2x_ x2—y2
aydx B_x(x2 +y2) - (x2 + y2)2 O

|{ ¢} Podle pikladu 2.3 ¢) je

ah _ ah
— = yx? 7, — =x"Inx.
ax ay
S pouZitim vzorci pro derivovéni obecné mocniny, exponenciily a soucinu dvou funkei

a funkce a konstanty dostaneme:

%h 0
L vy = R
2 ax(yx )=y — D277,
%h 0
— = —x'Inx)=x"Inxlhx = x In? x,
ayr By
?n 9
= (" =1 4y Tnx - 1 =271 4+ yx¥ s,
dxdy 8y
?h 0o 1
= —(x"Inx) = yx" ' Inx + 57 - = =y’ Tnx + 271
dydx  0x X

W e - » o ” w 2 L4 —_— e M rd - ~
Viimnéte si, Ze pH vypodtu 5% je x¥~! pii derivovéni podle y sloZend funkce (v ex-

ponentu je y — 1), pfi¢emzZ derivace vnitini slozky je 1.

Definiéni obory druhych parcidlnich derivaci jsou v pfedchozich pfikladech ve viech
piipadech stejné jako u prvnich parcilnich derivaci. A

Parcidlni derivace druhého f4du a vy¥§ich ¥add, pfi nichZ se derivuje aspoii podle dvou
riznych proménnych, se nazyvaji smifené. Tedy napt. fxy, fryx, frzy apod. Podivime-li
se v predchozim piikladu na smifené druhé parcidlni derivace fry a fyx, vidime, Ze ve
viech tfech piipadech vysly stejné. Je otdzkou, nakolik je to véc ndhody. Obecné neplati, Ze
fxy = fyx. ale za dosti rozumnych pfedpokladd, které jsou v béZnych ptipadech splnény,
rovnost plati. Vysledek je popsén v ndsledujicich tfech vEtéch.

Vita 2.11. Nechr' v néjakém okoll €(xq, yo) bodu (xy, yo) existuji smiSené druhé parci-
diniderivace frya fyx ajsouspojitév bodé (xo, yo). Pak plati fry(xo, Yo) = fyx(xo, Yo).
(Rikdme, ¥e smifené parcidini derivace jsou zaménitelné. )

Tedy spojitost smifenych derivaci fxy a fyx zarufuje jejich zaménitelnost.

Ditkaz. Z piedpokladd vyplyvd existence &tverce M = (xp — 8, x9+8) x (yo — 8, yo+9),
na ndmz existuji fx, fy, fry a fyx. Pro0 < & < § poloZme

Flxa+h, yo+h) — flxo+h, yo) — fxo, yo+ h) + f(x0, yo)

F(h) = -
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Ptiklad 5.3. Naleznéme smérové derivace funkce

fay) ="

v bodg (0, 0) ve sméru vektord (1,0), (—1,0} a (1,1}
Nejd¥ive nalezneme ,prifezové funkee” ¢(t). Pro h = {1,0) mame

(,0('6) = f((0,0) + ﬁ(l,O)) = f(t'» 0) = 3:v

a proto O f(0,0) = ¢’ (0) =&’ = 1.
Bude-li h = {—1,0) vime jiZ podle Poznamky 5.2 (i), #e derivace mus{ zménit zna-
ménko. Pro ilustraci se viak stejné podivejme na prifez funkce

@(t) = f((0,0) +¢(~1,0)) = f(-t,0) = et

Skutetné tedy Onf(0,0) = ¢/ (0) = —e? = —1. Koneén& pro A = (1,1) mame

@) = £((0,0) +t(1,1)) = f(t,1) =¥
JelikoZ ¢'(t) = {1 — 2t)et=t | je AR F(0,0) = ¢'(0) = L.
(ii} Naleznéme smérovou derivaci funkce
flz,y,2) = sin(zy2)
v bodé (1,0,0) ve sméru vektoru h = (2,1,1).
Podobné jako vyse oznadime
o(t) = F((1,0,0) +£(2,1,1)) = F(1+2t, 1 +¢,0+£) = sin(t + 3t° + 26%),

Snadnym vypoltem
Onf(1,0,0) = ¢'(0) = 1.

7 Poznamky 5.2 i z konkrétnich p¥ikladi vidime, Ze derivace ve sméru se da mechanicky
prevést na vypodet derivace priifezové funkee, ktera zavisi pouze na jediném argumentu.
Pozdéji uvidime, ¥e tento vipofet se di mnohdy pohodlnéji provést i bez stanoveni prife-
zové funkce. Redukee na derivaci funkee s jednim argumentem viak Fika, Ze pro smérové
derivace musi platit stejnd pravidla jako pro derivaci funkce pouze jedné promé&nné. Pro
{iplnost si je uvedeme v ndsledujici vété.

Véta 5.4. Necht f a g jsou funkce definované na oteviené mnofiné G v euklidovském
prostoru X . Predpokiddeime, Ze f i g majl derivace v bodé © € G ve sméru vekioru

h € X. Pak eristuji derivace funkel f -+ g, fyg, i ve sméru h a plati
g
(i) On(f + g)(®) = Onf(x) + Ong(x),

(i} On(fg)(x) = Onflw) g(x) + f(x) Ong(z),

(i) ah(g(m)) _ 9f(=) g(wg)(;)g”(:c}ahg(m)




