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Teorie

Definice 1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici (X, p), kde X je mnozina,
p: X x X —[0,00) je funkce spliujici

(1) Vo,ye X : p(z,y) =0z =y,

(2) Vz,y € X & p(x,y) = p(y,z),

(3) Vo,y,z € X : p(z,2) < p(z,y) + py, 2).
Funkci p nazyvame metrika na X.

Definice 2. Necht z € X, r > 0. Otevienou kouli rozumime mnozinu

B(z,r) ={y € X;p(z,y) <7}

Uzavrenou kouli rozumime mnozinu

B(z,r) ={y € X;p(z,y) <r}
Definice 3. Necht 29 € X a € > 0. Pak e-okolim bodu x nazveme mnozinu
Ul(zo,€) = {z € R™; p(x, 0) < e}

Pak prstencovym e-okolim bodu x nazveme mnozinu P(zg,e) = {x € R";0 < p(x,z0) <

e}

Definice 4. Nechf M C R". Rekneme, ze bod xg € X je hromadni bod mnoziny M,
jestlize VX (xq) : X (zo) N M # 0.
Rekneme, ze mnozina M je uzavrend, jestlize vSechny hromadné body patii do M.

Definice 5. Necht M C X, z € X. Rekneme, ze x € X je vnitinim bodem mnoZiny
M, jestlize existuje r > 0 spliujici U(z,r) C M.

Mnozina M C X se nazyvéa oteviend v (X, p), jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitinim
bodem.

Definice 6. Nechf M C X. Rekneme, ze bod zg € X je hraniéni bod mnoziny M,
jestlize YU (z0) : U(xo) N M # 0 a U(zo) N X \ M # (). Mnozinu vSech hrani¢nich bodu
nazyvame hranice a znacime ji OM.

Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M = {x € X;Ve > 0: U(x,e) N M # (}.

Definice 7. Mnozina M C X se nazyva omezend, jestlize 3K diam(M) < K.
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Definice 8. Necht (X,p) je metricky prostor a {z,}3°, je posloupnost prvka X.
Rekneme, 7ze {,}°%, konverguje k y € X v (X, p), jestlize plati lim, o0 p(xn,y) = 0.
Prvek y nazyvame limitou posloupnosti {xn}22, v (X, p). Konvergentni posloupnosti v
(X, p) rozumime kazdou posloupnost prvka X, kterd mé limitu v (X, p).

Véta 9. Necht A C X. Mnozina A je uzaviend, pravé kdyz limita kazdé konvergentni
posloupnosti prvka z A lezi v A.

Definice 10. Rekneme, ze mnozina M je hustd v X, jestlize M = X.
Priklady
1. Nakreslete otevienou a uzavienou kouli B(0, 1) v prostoru R? s metrikou

(a) eukleidovskou (¢) supremovou
(b) New Yorskou (d) diskrétni

2. Urcete, zda mnozina M je uzaviend, oteviend, co je jeji vnitfek, uzavér, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

(a) M =(0,1) (c) M =(0,1] (e) M =][0,00)
(b) M = [0,1] (d) M = (0,00) (f) M = (—o0, )
() N (h) Q (i) R

(G) M ={(z,y,2) eR* 1 <a®+ 3>+ 23 <2 2,y,2 > 0}
(k) M ={(z,y,2) e R} 1 < 2% +y* +2° <2, 2,y,2 > 0}
() M= {(2,5,2) €R% 1 < ¥+ 42 + 28 < 2 2,2 > 0}
3. Urcete, zda je dand mnozina uzaviend, uzaviend, ani jedno v R2.
(a) M ={[z,y] e R%1 <a?+y* <4}(d) M = {[z,y] € R* [z > 1}

(b) M ={[z,y) eR¥z <y <z+3}
() M= {[y] € R%a? <y<a? +1)(e) M= {[,y] €R% [z + 9] < 1)

4. Urcete, zda je dand mnozina uzaviend, uzaviend, najdéte hranici (v R?).

M,
le M’l lel M'_-,
C ) )
a) by c) d) c)
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10.

11.

12.

13.

. Urcete, zda mnozina M je omezend

(a) M ={lw,y) eRE L +¢2 <2} (d) M ={[z,y] € R% |z —y| < 2}
(b) M = {[z,y] € R* |z| < [yl}
(¢) M ={[z,y] € R%2? +y? >4} () M = {(z,y,2) € R% 2 < xyz < 4}

. Rozhodnéte, zda plati (v obecném metrickém prostoru):

(a) B(z,7) = B(z,r) (b) ANB=ANB
Najdéte uzavery graftu funkei

(a) (b) Dirichletova funkce

_ [ sin(lfz), @3>0
flo) = 0, z=0 (c) Riemannova funkce

. Necht p1, p2 jsou metriky na prostoru X. Uréete, zda nasledujici funkce definuji

metriku na X:

(a) p1+p2 (d) max{pi, 1}
(b) max{p1,p2}
(c) min{p1, p2} (e) min{py,2}

. Necht 0 < p < g < co. Sestrojte mnozinu A tak, aby diam A = ¢, a diam A° = p.

Necht (X;,p;) jsou metrické prostory. Dokazte, Ze nasledujici piedpis definuje
metriku na [[72, X;:

[e.9]

1 .
plry) = o min{pi(zi, i), 1}
i=1

Najdéte netrividlni A C R, aby spliovala nésledujici

(a) A=0A (d) IntAg A
(b) IntAD A (e) ntAD A
(c) IntAG A (f) IntA=A

Je kazda konetnd podmnozina metrického prostoru nutné uzaviena?

Co lze Fici o otevienych mnozinéch, jejichz kazdy bod je izolovany?
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