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Teorie

Definice 1. Metrickým prostorem budeme rozumět dvojici (X, ρ), kde X je množina,
ρ : X ×X → [0,∞) je funkce splňuj́ıćı

(1) ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = 0⇔ x = y,

(2) ∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = ρ(y, x),

(3) ∀x, y, z ∈ X : ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Funkci ρ nazýváme metrika na X.

Definice 2. Necht’ x ∈ X, r > 0. Otevřenou kouĺı rozumı́me množinu

B(x, r) = {y ∈ X; ρ(x, y) < r}

Uzavřenou kouĺı rozumı́me množinu

B̄(x, r) = {y ∈ X; ρ(x, y) ≤ r}

Definice 3. Necht’ x0 ∈ X a ε > 0. Pak ε-okoĺım bodu x nazveme množinu

U(x0, ε) = {x ∈ Rn; ρ(x, x0) < ε}.

Pak prstencovým ε-okoĺım bodu x nazveme množinu P (x0, ε) = {x ∈ Rn; 0 < ρ(x, x0) <
ε}.

Definice 4. Necht’ M ⊂ Rn. Řekneme, že bod x0 ∈ X je hromadný bod množiny M ,
jestliže ∀X(x0) : X(x0) ∩M 6= ∅.

Řekneme, že množina M je uzavřená, jestliže všechny hromadné body patř́ı do M .

Definice 5. Necht’ M ⊂ X, x ∈ X. Řekneme, že x ∈ X je vnitřńım bodem množiny
M , jestliže existuje r > 0 splňuj́ıćı U(x, r) ⊂M .

Množina M ⊂ X se nazývá otevřená v (X, ρ), jestliže každý jej́ı bod je jej́ım vnitřńım
bodem.

Definice 6. Necht’ M ⊂ X. Řekneme, že bod x0 ∈ X je hraničńı bod množiny M ,
jestliže ∀U(x0) : U(x0)∩M 6= ∅ a U(x0)∩X \M 6= ∅. Množinu všech hraničńıch bod̊u
nazýváme hranice a znač́ıme ji ∂M .

Uzávěrem množiny M rozumı́me množinu M̄ = {x ∈ X;∀ε > 0 : U(x, ε) ∩M 6= ∅}.

Definice 7. Množina M ⊂ X se nazývá omezená, jestliže ∃K diam(M) < K.
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Definice 8. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor a {xn}∞n=1 je posloupnost prvk̊u X.
Řekneme, že {xn}∞n=1 konverguje k y ∈ X v (X, ρ), jestliže plat́ı limn→∞ ρ(xn, y) = 0.
Prvek y nazýváme limitou posloupnosti {xn}∞n=1 v (X, ρ). Konvergentńı posloupnost́ı v
(X, ρ) rozumı́me každou posloupnost prvk̊u X, která má limitu v (X, ρ).

Věta 9. Necht’ A ⊂ X. Množina A je uzavřená, právě když limita každé konvergentńı
posloupnosti prvk̊u z A lež́ı v A.

Definice 10. Řekneme, že množina M je hustá v X, jestliže M̄ = X.

Př́ıklady

1. Nakreslete otevřenou a uzavřenou kouli B(0, 1) v prostoru R2 s metrikou

(a) eukleidovskou

(b) New Yorskou

(c) supremovou

(d) diskrétńı

2. Určete, zda množina M je uzavřená, otevřená, co je jej́ı vnitřek, uzávěr, hranice
(v R s eukleidovskou metrikou):

(a) M = (0, 1)

(b) M = [0, 1]

(c) M = (0, 1]

(d) M = (0,∞)

(e) M = [0,∞)

(f) M = (−∞,∞)

(g) N (h) Q (i) R

(j) M = {(x, y, z) ∈ R3; 1 < x3 + y2 + z3 ≤ 2; x, y, z ≥ 0}
(k) M = {(x, y, z) ∈ R3; 1 ≤ x3 + y2 + z3 ≤ 2; x, y, z ≥ 0}
(l) M = {(x, y, z) ∈ R3; 1 < x3 + y2 + z3 < 2; x, y, z > 0}

3. Určete, zda je daná množina uzavřená, uzavřená, ani jedno v R2.

(a) M = {[x, y] ∈ R2; 1 < x2 + y2 < 4}
(b) M = {[x, y] ∈ R2;x < y < x+ 3}
(c) M = {[x, y] ∈ R2;x2 ≤ y ≤ x2 + 1}

(d) M = {[x, y] ∈ R2; |x| > 1}

(e) M = {[x, y] ∈ R2; |x+ y| < 1}

4. Určete, zda je daná množina uzavřená, uzavřená, najděte hranici (v R2).
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5. Určete, zda množina M je omezená

(a) M = {[x, y] ∈ R2; x2

2 + y2 ≤ 2}
(b) M = {[x, y] ∈ R2; |x| ≤ |y|}
(c) M = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≥ 4}

(d) M = {[x, y] ∈ R2; |x− y| < 2}

(e) M = {(x, y, z) ∈ R3; 2 < xyz < 4}

6. Rozhodněte, zda plat́ı (v obecném metrickém prostoru):

(a) B(x, r) = B(x, r) (b) A ∩B = A ∩B

7. Najděte uzávěry graf̊u funkćı

(a)

f(x) =

{
sin(1/x), x > 0
0, x = 0

(b) Dirichletova funkce

(c) Riemannova funkce

8. Necht’ ρ1, ρ2 jsou metriky na prostoru X. Určete, zda následuj́ıćı funkce definuj́ı
metriku na X:

(a) ρ1 + ρ2

(b) max{ρ1, ρ2}
(c) min{ρ1, ρ2}

(d) max{ρ1, 1}

(e) min{ρ1, 2}

9. Necht’ 0 < p ≤ q <∞. Sestrojte množinu A tak, aby diamA = q, a diamA◦ = p.

10. Necht’ (Xi, ρi) jsou metrické prostory. Dokažte, že následuj́ıćı předpis definuje
metriku na

∏∞
i=1Xi:

ρ(x, y) =
∞∑
i=1

1

2i
min{ρi(xi, yi), 1}

11. Najděte netriviálńı A ⊂ R, aby splňovala následuj́ıćı

(a) A = ∂A

(b) IntA ! A

(c) IntA  A

(d) IntA  A

(e) IntA ! A

(f) IntA = A

12. Je každá konečná podmnožina metrického prostoru nutně uzavřená?

13. Co lze ř́ıci o otevřených množinách, jejichž každý bod je izolovaný?
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