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Teorie

Véta 1 (Abelovo-Dirichletovo kritérium konveregnce Newtonova integrdlu). Necht a €
R, b € R* a necht a < b. Necht f : [a,b) — R je spojitd a F je primitivn{ funkce k
funkci f na (a,b). Déle necht g : [a,b) — R je na [a,b) monoténni a spojitd. Pak plati:

(A) Jestlize f € N(a,b) a g je omezena, pak fg € N(a,b).
(D) Je-li F omezend na (a,b) alim,_,_g(z) =0, je fg € N(a,b).

Piiklady

Urcete (v zdvislosti na parametru), zda dany integral konverguje, respektive zda kon-
verguje absolutné. Pfitom uvazte a,b,c € R a o, 3,7 € RT.

400
1. / sin 2% dx
0

Reseni:
Proved' me substituci t = %, pfi¢emz nezapomenme, Ze uvazujeme pouze

z=t"/"  dx =t/

+o0 oo o3
sint
/ sinx%dx = / —dt
0 0 t1-1/a

Na pravém okoli nuly ¢ € (0,7/2) je integrand kladny a muzeme zde pouzit
srovnani s funkci

a plati, ze

sint t 1

-1/« ~ -1/« - t—1/a’

tudiz integral [ /2 tf}gfl dt konverguje, a to navic absolutné, pravé kdyz —1/a <
1, tedy pokud « > —1. Jinak diverguje. Oboji plyne z limitniho srovnavaciho

kritéria. Pro kladné a tedy v okoli nuly neni s konvergenci problém.

oo o3
sint
[
/2 t1-1/a

O tomto integrélu vime, ze konverguje absolutné, pravé kdyz 2 > 1—1/a > 1, tedy
pokud —1 < o < 0. Vime také, ze konverguje neabsolutné, pokud 2 > 1—1/a > 0,
tedy pokud a > 1.

Zbyva tak vySettit integral

Odtud mame, ze absolutni konvergence integralu v zadani piikladu nenastava pro
zadné a > 0 a ze integral konverguje neabsolutné pro o > 1.
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. T
2. arcsin ——— Inz cos x dx
0 X + 1
Reseni:
Funkce m4 spojité rozsifeni do nuly, nebot

x x
~ ~ T
2+1 2241

arcsin £ ~ ¥ — arcsin

a
limzlnz =0
z—0
Problematicky bod je tedy pouze nekonecno. Protoze xziﬂ — 0 pro x — oo, plati
také na okoli nekonecna, ze
T 1

arcsin ~ ~
2241 z2241 =z

7 odhadu platného pro x > e

| cos z| | cos x|
———Ihnx>"——
x x
vyplyva, ze integral nemuze konvergovat absolutné. Naopak, protoze lr‘Tx — 0 pro
x — +00 a tato funkce je na néjakém okoli nekoneéna monoténni, je integral neab-
solutné konvergentni podle Dirichletova kritéria, nebot funkce cos z ma omezenou
primitivni funkci.

Jesté snad k monotonii hIT“""’ Na intervalu (0,+00) je tato funkce spojitd a ma

spojitou derivaci, kterd je pro z > e zapornd, jak dostavame piimym vypoctem:

nz\’ 1-—Inz
I ::‘44344'<:0
T T

JFOO . .
sin x sin 2z
3 / smrsindr
0

xa
Reseni:
Na (dostate¢né malém pravém prstencovém) okoli nuly integrand nemén{ znaménko
a chova se ptiblizné jako
2
ro—2

flz) =

odkud dostdvame podminku na konvergenci @ — 2 < 1, tedy a < 3.

Na okoli nekonec¢na nejprve integrand piepiSseme do jiného tvaru pomoci identity

CcoS X — CoS 3x

sin x sin 2x = 5

Nyni dostaneme pomoci limitniho srovnavaciho kritéria aplikovaného na funkci
| cos x| /x®, popiipadé na |cos3z|/z® podminku na absolutni konvergenci a > 1.



Protoze funkce cosx i cos 3x maji omezené primitivni funkce a o > 0, dostaneme
pomoci Dirichletova kritéria neabsolutni konvergenci.

Zaveér: Integral konverguje pro 0 < a < 3, pro 1 < a < 3 navic absolutné.

+o0o @ ) 1
. 3 sin — dx
0 er” —1 x

Reseni:

Na [1,+00) integral konverguje absolutné srovnanim s e%, nebot plati, Ze

oo~ ey Mz 0

nebot vsechny ¢leny konverguji k nule pro libovolné a € R.

Na pravém d-okoli nuly je (pro dost malé §)

$2
61271
kritériu) vySetfovat konvergenci (resp. absolutni konvergenci) jednodussiho in-

tegralu
0 1
/ 2% 2gin — dz
0 X

Substituci t = % dostaneme ekvivalentni integral
+00 o3
sint
/ — dt
1/62 t 2

— konverguje podle Dirichletova kritéria, pokud (a 4+ 1)/2 > 0, tedy a > —1

Diky monotonii funkce na néjakém pravém okoli nuly muzeme (diky Abelovu

o kterém vime, ze:

— konverguje absolutné, pokud (a +1)/2 > 1, tedy pokud a > 1.

Zavér: Integral konverguje, pokud a > —1, pro a > 1 navic absolutné. Jinak
diverguje.

—+oc0o
. / sine” dx
— o0

ResSeni:

Provedeme substituci ¢t = e*. Potom 2 = Int a dx = 1/t dt, integrél tak prejde na
tvar oo
int
/ sint
0 t

o némz je znamo, ze konverguje neabsolutné.



1
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6. / arcsin “(z(1 — x)) sin — dx
0 €T
Reseni:

U jednicky plati, ze
arcsin z(1 —z) ~ z(1 —z) = (1 — x), sin — =~ sin 1
x

(Oveérte! Jde vlastné o rozvijeni arcsin na okoli nuly.) Protoze integrand na
vhodném levém okoli jednicky neméni znaménko, staci podle limitniho srovnavaciho
kritéria vysetfovat (absolutni) konvergenci integralu

/1;(1 —2)%dz

pro vhodné malé kladné 9§, coz je ekvivalentni vySetfovani konvergence integralu

)
/ y*dy
0

ktery dostaneme substituci y = 1 — . O ném vime, ze konverguje pro a > —1.
U nuly plati, ze

arcsin (1 —z) =~ z(1 — z) = =,

a protoze %arcsin y je monoténni funkce na néjakém pravém okoli nuly, totéz plati
o funkci z(1 —x) a také o funkei (1 —x), a totéz o a-tych mocninéch téchto funkei,
sta¢i podle limitniho srovnavaciho kritéria a podle Abelova kritéria vySetfovat
absolutni i neabsolutni konvergenci integralu

€ 1
z%sin —
0 e

pro vhodné € > 0. To jsme ucinili jiz v ptikladu 7?7, odkud vime, Ze pro a > —1
tento integral konverguje absolutné. Vzhledem k podmince z pfedchozi ¢asti jiné
hodnoty a nemusime vySetiovat.

Zavér: pro a > —1 integral konverguje, a to navic absolutné. Jinak diverguje.

7. / o BT
1/2 hl 237

Reseni:
Srovnanim s funkei | cos(mz)|/x na okoli nekoneéna dostaneme, ze absolutné in-
tegral nekonverguje pro zadné a > 0.

Neabsolutné konverguje na [1, +00) podle Dirichletova kritéria, nebot cos(rx) ma
omezenou primitivn{ funkei |2 sin(rz)| < 1 a In®22 — 0 monoténné pro kazdé
a>0.



Na okoli 1/2 pouzijme odhady

cos(mz) = sin(mz — 1/2) ~ (rz —m/2) = 1 (a: - ;)

In(22) = In(1 + (22 — 1)) ~ (22 — 1) = 2 <:1; _ 1)

2
-

odtud mdme na absolutn{ i neabsolutni konvergenci (nebot integrand na (1/2,1]
neméni znaménko) podminku podle limitniho srovnavaciho kritéria, ze 1 —a > —1,
tudiz a < 2.

a tudiz

Zaveér: integral konverguje neabsolutné pro 0 < a < 2.

1 x Inx
. /0 ¢/ mmm“ dx
Reseni:
U nuly pouzijte odhady
In(l+z)~x, r—1=1
a podle limitnfho srovnévaciho kritéria staci vysetiovat konvergenci integralu
/5 23 n o da
0
Tento integral konverguje pro a —2/3 > —1, tedy pro a > —1/3
U jednicky pouzijeme odhady

r~1, In(l+z)~In2, hrx~z-1

a podle limitniho srovnévaciho kritéria staci vySetfovat integral

1
/ (z —1)%3
1-6

Tento integral samoziejmé konverguje absolutné (pozornéjsi si vsimnou, ze funkce
ma do jednicky dokonce spojité rozsiteni).

Zavér: Integral konverguje pro a > —1/3, a to dokonce absolutné.
/ T ging® 1
. ——sin —dzx
0 arctan Pz T

ResSeni:



U nuly pouzijeme odhady

sin z® =~ 7%, arctan °z ~ 2

0 1
/ 2* Pgin = dx
0 X

ktery lze pouzitim substituce ¢t = 1/x prevést na integral

T sint
ra—prz &
16 t

staci tedy vySetfovat integral

Ten konverguje absolutné pro @ > 8 — 1 a neabsolutné pro a > S — 2. Abso-
lutni konvergenci puvodniho integrélu vyfesime limitnim srovndvacim kritériem,
neabsolutni Abelem.

U nekoneéna pouzijeme odhady
arctan x ~ /2, sin(l/z) =~ 1/x

a poté substituci t = 2%, ¢imz dostaneme pro konvergenci ekvivalentni integral

/+°° sint
M t

ktery konverguje pouze neabsolutné, ale zato pro kazdé o > 0.

Zavér: konverguje neabsolutné pro a > f — 2.



