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Teorie

Véta., Méjme mocninnou fadu f(z) = Yoo, ar(z — z0)* s polomérem konvergence
R > 0. Potom pro ka#dé © tekové, 3e |x — xq| < R plats, e

flz)= iak E(x — o)L
k=1

Véta fikd, e uvnité konvergenéniho kruhu lze derivovat fadu élen po clenu. Véta plati
v redlném i komplexnim oboru.

Navie plats, Ze derivovand fada md stejng polomér konvergence, joko plvodnd Tada.

Analogicky plati véta o integraci élen po &lenu.

V&ta. Méjme mocninnou fadu f(z) = 3 oo, ar{x — 70)* s polomérem konvergence
R > 0. Potom pro kaidé T takové, %e |r — zg| < R plati, Fe funkce F definovand
predpisem

o0 k+1
T — I
k=1

md v bodé z derivaci rovnou F'(2) = f(z).
Véta (Abelova sumaéni metoda). Necht fada 3 4o, ox konverguje. Nechf R je
polomér konvergence mocninné fady Y e, are®. Potom plati

o0 oo
lim apz® = GQh.
dim 3 Zapa® =3 ax

k=1 k=1

Abelovou sumaéni metodou nazyvdme metodu, kdy z lLbovoiné fady Y ai udélame
mocninnou piidanim z* o poloméru konvergence R a spogitdme limitu

Tim lze pfifadit soucet i nékterym divergentnim fadam! Mame ale zarufeno, Ze pokud
fada 3, ax konverguje, pak jsme ji touto metodou seéetli spravné.
Priklady

1. Derivovanim &len po ¢lenu seététe nasledujici fady (uvnitf kruhu konvergence).
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ReSeni: Oznaime
2 Zf
f(as)—m+?+?+...

Formélnim derivovanim &en po &lenu dostaneme fadu
1+a® 42+

coZ je geometrickd fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem x2. Zérover je to
mocninnéd fada s koeficienty stfidavé 0 a 1, m4 tedy polomér konvergence
roven jedné. Pivodni fada m4 tedy polomér konvergence také roven jedné a
uvnitF kruhu konvergence plati

1

R

flay=14+22+2"+. ..
Lze ovéfit pHmym vypoétem, Ze
1. 1+azY 1
=In = )
21—z 1—xz2

l1+=zx
1—ux’

tudiz

fla) = %m 2] < 1.

T $3+$5+
3 5 T

Regeni: Oznatme
f( ) xs m5
3 5 o

Formélnim derivovanim &len po élenu dostaneme fadu
1-2?+zt4 ...

co? je geometrickd fada s prvnim élenem 1 a kvocientem —z2, Z4rovet je to
mocninna fada s koeficienty stfidavé 0 a +1, mé tedy polomér konvergence
roven jedné. Pivodni fada ma tedy polomér konvergence také roven jedné a
uvnitf kruhu konvergence plati

1
! 2 4
=1 fee = .
F(z) e+t 4 122
Plati, ze .
(a.rctan .’,U)! = I:'w—z,
tudiz
f(z) = arctan x, x| < 1.

Pozndmka: Vztah platf pro |z] < 1, k tomu je ale zapotfeb! lepsi teorie, neZ
mdme k dispozict.
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2. (a) z42z° +32° + ...
Reseni: Mdme se¢ist fadu

oo
Z kz®.
k=1

Podle ,podilového kritéria® m4 polomér konvergence jedna. Plati, Ze

o o
kak =T- kak‘l.
k=1 k=1

Oznatme

H@) = 3 ket = Sk e

k=1 k=0
Potom na kruhu konvergence plat{ integrovanim &len po ¢lenu, Ze

s z
= E gFtl = )
l—1=z
k=0

, o0 k1
flz)=F(z), kde  F(z)= kzzo(k + 0T

Odtud vyplyva, ze

T " lez+4z 1
0= (125) =Ty = <
a odtud .
Zk‘mk=:cf(w)=—x— || < 1.

—py2?
k=1 (1 .’L')

(b) = —dx? +9z% — 162° + ...
Reseni: Rada méd polomér konvergence jedna, jak plyne z ,podilového
kritéria®. Mame sedist fadu

oo o0
Z(—l)k+lk2$k = Z(_l)k+lk2$k—1 —
k] k=1

coZ, podle véty o integrovédni élen po €lenu, je rovno

=z (i(—l)“’lkm"“) =z (m-i(—l)k"'lkmk_l) =
k=1 k=1

a znovu podle véty o integrovani &len po élenu & vztahu pro soudet geomet-
rické fady plat{




a nynf zbyva jen spocitat pfisluiné derivace

o o (6525 - () -
e ((1+x)(i-—|-2$:§£1+m)) . (1-9:2 _a(l-z)

12042 32243 -42° +...
Regeni: Méme seiist fadu

o0
> k(k + 1),
k=1

Polomér konvergence je jedna, jak plyne z ,podilového kritéria“. Podle véty
o integraci élen po ¢lenu plati

i k(k+1)a* = (i k:ck"'l) = (3;2 ) i k:r:’“"l) _
k=1 k=1

k=1
oo "~ z N 1 ;

— 2, k = 2. — 2-—— =

- ("’“’ (;“’ )) ("" (1_3)) (“’ (law)ﬂ)
C2z(1—x)?+20%(1-2)  Zx—do?+ 2284227 -2 2 2 < 1
= T-er = RERE |
= k(k 1)
Z k
k=1
Reseni:

Jiz vyse jsme spodetli, Ze

2z

k

E + = —— 1.
: 1k(k l)w (1 )3, |£E| <

Dosazenim z = % dostaneme
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Resenf: Namisto (—1)*/3* budeme psit z* a potom dosadime z = —
Seétéme tedy fadu

o0

Zkaw’“.

k=1

Polomér konvergence je roven jedné. Je

(e (e () (e (E))) -
- (o ()Y - (- (025)) -

- z+x° ’_w(1—3—4x+w2
N (1-—z N

Odvodili jsme, Ze

ikjwk _z(1+ 4z + 2

= =gt v k<L
i (1-z)
Nyni dosazenim z = —% do levé a pravé strany dostaneme
o
S (=1 a_ 3
E
o 3 128

o0 k
(-1
© Y5
kv=1
ReSeni:

Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je

o0 _1)k ' o0 '—lk
> k) lelf{‘_z( k) &

=1 k=1

Qznaéme

X1k
fa) =3 Tl

Potom na kruhu konvergence plati




a tedy

1+=z
pfigems, protoZe f(0) = 0, je C' = 0. Odtud vyplyvd, ze

f(a:)=/ 9 W4z +C,

i (D* lim f(z)=—In2.

S1-
=k *

=1
d -
(d) Z kE(k +1)
k=1
Reseni:
Rada je evidentn konvergentni. Lze ji samoziejmé seéfst elementdrné pomoci

vztahu
1 1

1
kk+1) k k+1

Snadno tak dostaneme, Ze

N 1 1 N
—00
——— el —— =1,
gk(k+1) S

Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim iigelem secteme fadu
oo k+l
) = —
fl=) ; k(k+1)

Na kruhu konvergence je
k

HOEDPES
k=1

f”(.’L‘)=Z$k_1= 1 :

1 —
k=1 £

a proto

) =] 1 dz = —In(l —z) + Cy,

1-%
piicemz f/(0) = 0, a tedy C1 = 0. Nyni integraci per partes (s funkcemi
u' =1 a v =In(l —z)) dostaneme
fl@) =z —=zIn(l —z}+In{l —x) + Co,

opét je zfejmé £{0) = 0, a proto Cz = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

o0

k=1



