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Teorie

Věta. Mějme mocninnou řadu f(x) =
∑∞

k=1 ak(x − x0)
k s poloměrem konvergence

R > 0. Potom pro každé x takové, že |x− x0| < R plat́ı, že

f ′(x) =
∞∑
k=1

ak · k(x− x0)
k−1.

Věta ř́ıká, že uvnitř konvergenčńıho kruhu lze derivovat řadu člen po členu. Věta plat́ı
v reálném i komplexńım oboru.

Nav́ıc plat́ı, že derivovaná řada má stejný poloměr konvergence, jako p̊uvodńı řada.
Analogicky plat́ı věta o integraci člen po členu.
Věta. Mějme mocninnou řadu f(x) =

∑∞
k=1 ak(x− x0)

k s poloměrem konvergence
R > 0. Potom pro každé x takové, že |x − x0| < R plat́ı, že funkce F definovaná
předpisem

F (x) =

∞∑
k=1

ak
(x− x0)

k+1

k + 1

má v bodě x derivaci rovnou F ′(x) = f(x).
Věta (Abelova sumačńı metoda). Necht’ řada

∑∞
k=1 ak konverguje. Necht’ R je

poloměr konvergence mocninné řady
∑∞

k=1 akx
k. Potom plat́ı

lim
x→R−

∞∑
k=1

akx
k =

∞∑
k=1

ak.

Abelovou sumačńı metodou nazýváme metodu, kdy z libovolné řady
∑

ak uděláme
mocninnou přidáńım xk o poloměru konvergence R a spoč́ıtáme limitu

lim
x→R−

∞∑
k=1

akx
k.

T́ım lze přǐradit součet i některým divergentńım řadám! Máme ale zaručeno, že pokud
řada

∑
k ak konverguje, pak jsme ji touto metodou sečetli správně.

Př́ıklady

1. Derivováńım člen po členu sečtěte následuj́ıćı řady (uvnitř kruhu konvergence).

(a) x +
x3

3
+

x5

5
+ . . .
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Řešeńı: Označme

f(x) = x +
x3

3
+

x5

5
+ . . .

Formálńım derivováńım člen po členu dostaneme řadu

1 + x2 + x4 + . . .

což je geometrická řada s prvńım členem 1 a kvocientem x2. Zároveň je to
mocninná řada s koeficienty stř́ıdavě 0 a 1, má tedy poloměr konvergence
roven jedné. Původńı řada má tedy poloměr konvergence také roven jedné a
uvnitř kruhu konvergence plat́ı

f ′(x) = 1 + x2 + x4 + . . . =
1

1− x2
.

Lze ověřit př́ımým výpočtem, že(
1

2
ln

1 + x

1− x

)′
=

1

1− x2
,

tud́ıž

f(x) =
1

2
ln

1 + x

1− x
, |x| < 1.

(b) x− x3

3
+

x5

5
+ . . .

Řešeńı: Označme

f(x) = x− x3

3
+

x5

5
+ . . .

Formálńım derivováńım člen po členu dostaneme řadu

1− x2 + x4 + . . .

což je geometrická řada s prvńım členem 1 a kvocientem −x2. Zároveň je to
mocninná řada s koeficienty stř́ıdavě 0 a ±1, má tedy poloměr konvergence
roven jedné. Původńı řada má tedy poloměr konvergence také roven jedné a
uvnitř kruhu konvergence plat́ı

f ′(x) = 1− x2 + x4 + . . . =
1

1 + x2
.

Plat́ı, že

(arctan x)′ =
1

1 + x2
,

tud́ıž
f(x) = arctan x, |x| < 1.

Poznámka: Vztah plat́ı pro |x| ≤ 1, k tomu je ale zapotřeb́ı lepš́ı teorie, než
máme k dispozici.
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2. (a) x + 2x2 + 3x3 + . . .

Řešeńı: Máme seč́ıst řadu
∞∑
k=1

kxk.

Podle
”
pod́ılového kritéria“ má poloměr konvergence jedna. Plat́ı, že

∞∑
k=1

kxk = x ·
∞∑
k=1

kxk−1.

Označme

f(x) =
∞∑
k=1

kxk−1 =
∞∑
k=0

(k + 1)xk

Potom na kruhu konvergence plat́ı integrováńım člen po členu, že

f(x) = F ′(x), kde F (x) =
∞∑
k=0

(k + 1)
xk+1

k + 1
=
∞∑
k=0

xk+1 =
x

1− x
.

Odtud vyplývá, že

f(x) =

(
x

1− x

)′
=

1− x + x

(1− x)2
=

1

(1− x)2
, |x| < 1

a odtud
∞∑
k=1

kxk = xf(x) =
x

(1− x)2
, |x| < 1.

(b) x− 4x2 + 9x3 − 16x4 + . . .

Řešeńı: Řada má poloměr konvergence jedna, jak plyne z
”
pod́ılového

kritéria“. Máme seč́ıst řadu

∞∑
k=1

(−1)k+1k2xk = x ·
∞∑
k=1

(−1)k+1k2xk−1 =

což, podle věty o integrováńı člen po členu, je rovno

= x ·

( ∞∑
k=1

(−1)k+1kxk

)′
= x ·

(
x ·

∞∑
k=1

(−1)k+1kxk−1

)′
=

a znovu podle věty o integrováńı člen po členu a vztahu pro součet geomet-
rické řady plat́ı

= x ·

(
x ·

( ∞∑
k=1

(−1)k+1xk

)′)′
= x ·

(
x ·
(

x

1 + x

)′)′
=
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a nyńı zbývá jen spoč́ıtat př́ıslušné derivace

= x ·
(
x ·
(

(1 + x)− x

(1 + x)2

))′
= x ·

(
x

(1 + x)2

)′
=

= x ·
(

(1 + x)2 − 2x(1 + x)

(1 + x)4

)
= x · 1− x2

(1 + x)4
=

x(1− x)

(1 + x)3
, |x| < 1.

(c) 1 · 2x + 2 · 3x2 + 3 · 4x3 + . . .

Řešeńı: Máme seč́ıst řadu

∞∑
k=1

k(k + 1)xk.

Poloměr konvergence je jedna, jak plyne z
”
pod́ılového kritéria“. Podle věty

o integraci člen po členu plat́ı

∞∑
k=1

k(k + 1)xk =

( ∞∑
k=1

kxk+1

)′
=

(
x2 ·

∞∑
k=1

kxk−1

)′
=

=

(
x2 ·

( ∞∑
k=1

xk

)′)′
=

(
x2 ·

(
x

1− x

)′)′
=

(
x2 · 1

(1− x)2

)′
=

=
2x(1− x)2 + 2x2(1− x)

(1− x)4
=

2x− 4x2 + 2x3 + 2x2 − 2x3

(1− x)4
=

2x

(1− x)3
, |x| < 1.

3. (a)

∞∑
k=1

k(k + 1)

2k

Řešeńı:

Již výše jsme spočetli, že

∞∑
k=1

k(k + 1)xk =
2x

(1− x)3
, |x| < 1.

Dosazeńım x = 1
2 dostaneme

∞∑
k=1

k(k + 1)

2k
=

2 · 12
(1− 1

2)3
= 8.

(b)
∞∑
k=1

(−1)kk3

3k
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Řešeńı: Namı́sto (−1)k/3k budeme psát xk a potom dosad́ıme x = −1
3 .

Sečtěme tedy řadu
∞∑
k=1

k3xk.

Poloměr konvergence je roven jedné. Je

∞∑
k=1

k3xk = x·

( ∞∑
k=1

k2xk

)′
= x·

(
x ·

( ∞∑
k=1

kxk

)′)′
= x·

x ·

(
x ·

( ∞∑
k=1

xk

)′)′′ =
= x ·

(
x ·
(
x ·
(

x

1− x

)′)′)′
= x ·

(
x ·
(
x ·
(

1

(1− x)2

))′)′
=

= x ·
(
x ·
(

x

(1− x)2

)′)′
= x ·

(
x ·
(

1 + x

(1− x)3

))′
=

= x ·
(

x + x2

(1− x)3

)′
=

x(1 + 4x + x2

(1− x)4
.

Odvodili jsme, že

∞∑
k=1

k3xk =
x(1 + 4x + x2

(1− x)4
, |x| < 1.

Nyńı dosazeńım x = −1
3 do levé a pravé strany dostaneme

∞∑
k=1

(−1)k

3k
k3 =

3

128
.

(c)
∞∑
k=1

(−1)k

k

Řešeńı:

Řada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy věty je

∞∑
k=1

(−1)k

k
= lim

x→1−

∞∑
k=1

(−1)k

k
xk.

Označme

f(x) =

∞∑
k=1

(−1)k

k
xk.

Potom na kruhu konvergence plat́ı

f ′(x) =

∞∑
k=1

(−1)k

x

k−1

= − 1

1 + x
,
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a tedy

f(x) =

∫
dx

1 + x
= − ln(1 + x) + C,

přičemž, protože f(0) = 0, je C = 0. Odtud vyplývá, že

∞∑
k=1

(−1)k

k
= lim

x→1−
f(x) = − ln 2.

(d)
∞∑
k=1

1

k(k + 1)

Řešeńı:

Řada je evidentně konvergentńı. Lze ji samozřejmě seč́ıst elementárně pomoćı
vztahu

1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
.

Snadno tak dostaneme, že

N∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1− 1

N + 1

N→∞−−−−→= 1.

Nicméně to zkusme Abelovou metodou. Za t́ım účelem sečteme řadu

f(x) =

∞∑
k=1

xk+1

k(k + 1)
.

Na kruhu konvergence je

f ′(x) =
∞∑
k=1

xk

k
,

f ′′(x) =
∞∑
k=1

xk−1 =
1

1− x
,

a proto

f ′(x) =

∫
1

1− x
dx = − ln(1− x) + C1,

přičemž f ′(0) = 0, a tedy C1 = 0. Nyni integraćı per partes (s funkcemi
u′ = 1 a v = ln(1− x)) dostaneme

f(x) = x− x ln(1− x) + ln(1− x) + C2,

opět je zřejmě f(0) = 0, a proto C2 = 0. Nakonec, podle Abelovy věty, plat́ı

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
= lim

x→1−
f(x) = lim

x→1−
x−x ln(1−x)+ln(1−x) = lim

x→1−
x+ln(1−x)(1−x) = 1.

(Posledńı limita se dá ul’Hosptalit.)
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