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P#iklady
1. typ R (z, ¥Z + a)
1
() $@) = Snevar va)
Resenf:

Pouzijeme substituci t = &z. Potom
dt _ 1/6 ’_1 —5/6_,,_ 1
dx—(“’" ) ~6 T e
a tedy dz = 6t dt. Odtud vyplyva, e
1 1 5 1
de= | —————-6t"dt = ———— dt.
/$(1+2\/5+\'“‘/§) “ /t5(1+2t3+t2) t ﬁft(1+t2+2t3)d

Trojélen ve jmenovateli mé zfejmé kofen —1 a lze jej tedy rozloZit na tvar
(t +1)(2t — t + 1). Déle postupujeme rozkladem na parcidlni zlomky.

1 _A B Ct+D
tE+)(2t2—t+1) ¢ t+1 22—-t+1

FPiendsobenim jmenovateli dostaneme
1= At + 1262 —t + 1} + Bt(2t? — t + 1) + (Ct + Dy(t + 1).

Dosazenim t = 0 a t = —1 dostaneme, ze A = 1a B = —%. Porovnanim
koeficientu u 2 méme, 2¢ 2A+ 2B+ C =0, tedy C = —2A - 2B = —-g—,
a porovnénim koeficientd u linesrnfho &lenu méme, Ze B + D = 0, tedy Ze
D=-B= %. Odtud vyplyva, Ze |

1 1 11 1 6t-1

M+ )22 —t+1) ¢t dt+1 82—LE4 1

Integraly prvnich dvou &lent jsou zfejmé, posledni Elen integrujeme dalsim
rozkladem na

166-3+1 3 2—3 11
a t 1 g2t 1 718 T 1°
8t2—§+§ 8t2—2+5 16t2—§+§

Prvni ze séitancl pak lze integrovat substituci jmenovatele, druhy podle
vzorce (viz poznidmku v pifkladu ?77)

2
arctan yte

dy c 2
/y2+py+q_\/4q—p2 NZvErs

1

je-li 4g > pz.



Kombinae{ viech vysledkt dostaneme, Ze

jm(1+2%+%dm=6/mdt£
_6lnt—gln(1+t)—€81 ( %Jr%)_i%\/;__;mtan 22:%12
4 1
g‘”“*‘gl“(l”)—gln(%z—wl)—E%amta,n 4i/—~?1
1“"”"*'?:1“(”\/_)——1“(2\/——\/_“*“1)‘Warctanq‘\/;?"l

Ve druhém fddku jsme pouzili fakt, ze In(g(2)) g In{ag(t)) pro kazdé a > 0,
tedy #e rozsifenim vyrazu uvnitf logaritmu kladnym éislem ziskdme aZ na
konstantu stejny vyraz (se stejnyra definiénim oborem). Logaritmy ve vyrazu
miizeme jeit& sjednotit do jednoho, napiiklad takto:

i VT 3 arctan —4\6/55—1
1T ey eve- Ve +1) 2V V7
—ve+1
{){() Ve
Reseni:

Pouzijeme substitutci ¢ = ¥z + 1. Potom dz = 6¢°dt a

fl____.,_ ;de fl 26t5dt
1+ dzr+1 1412
Protoze
-1
B )=+t
(=% 415 : (124 1) + ¢+ T
je
1-¢3 1 2t 1 c
t=6f (-0 4+ttt —t+1 dt =
1+ ¢ d /( AT Tt 1+t2)
¢ 67 65 34 o3 o2 2 &
——?t —3—5t +§t —2t° — 3t“ + 6t + 3 In(1 +¢°) — Barctan £, t=+vz+1.
(©) £(®) = =g
T U v
Reseni:



Pouzijeme substituci ¢ = /z. Potom
d _1o-sa_ L
dz 4 4
a tedy dx = 4£3d¢. Odtud

t—3

1 443 4t
- e dz=f ———dt= | ——dt.
f 1+ ¥zpvz f 1+ 1) f a+1p
Rozklad na parcidlni zlomky hleddme ve tvaru

4 _ 4 B C
(1482 14t Q+1)2 (1+t)8

Pfendsobenim jmenovatelem dostaneme
dt=A1+t)*+B(1+t)+C,
odkud dosazenim # = —1 dostdvime, ze C = —4. Déle mame, Ze
4t =(A4B+C)+ (24 + B}t + At?,

odkud ihned méame, 2e A =0 a B = 4. Tudiz

4t 4 4 c 4 2
/(1+t)3dt=/({1—{-t)2 B (1+t)3) #=-13t (1+1¢)2

244t 2+ 44z

T+ (14 Yot

2. typ R (x, '“ﬁ%‘_’gb)
(a) fla) = vetl-vz-1
Veti+vz-1
Reseni: Definiénim oborem funkee £ je interval (1, +o0), maximélni otevienou
podmnoZinou je interval (1, +o0). Primitivn{ funkei staé uréit na tomto in-

tervalu.
Vyraz nejprve upravime vytknutim

1 [z+1
ve+l—vz—1 +z-1 %_1_ -1

Ve+l+vz-1 ve—1 ,u‘i_-_i_-_%_!_]_ /%1:‘%4‘1

a poté pouzijeme substituci




odkud mame

_ 144 dr _ 2(1—tH) +2(1+t%) 4t
T 1—t2 dt (1—1¢2)2 1+

Qdtud vyplyva, ze

Vz+l—+vz—-1 a1 t—1 4t
Vz+i+vz—1 ztl g g t+1 (1+12)
o

standardnim rozkladem na parcidlni zlomky dostaneme

_/2_21&—2)_ 4 dt—/2—2t+2— 4 at
B T+t 142 (1+1t2)2 B T+t 1482 1+t (1+¢2)?

druhy séitanec integrujeme substituc! jmenovatele, étvrty napiiklad substi-
tucl t =tg y

2t __ln(1+t)’~’_ 2t
T+ 7 7 148 14+t

£91n |1+t —In(1-+¢2)+2arctan ¢ —2arctan ¢t —
zbyvi dosadit za t.

{b) flz)= T ECE
Resdent:
Upravme

1 1 z-1\%?
V(@ +1)*(z-1)* T @-1p (w+1)

a pouZijeme substituci

e (m_ 1)1/3 341 dz _ 32(1—3) +3t2(1+1%) 6t

x+1 T1-8 dar (1— )2 T a-8Y

Odtud také vyplyva, Ze

Dostavame tak, Ze

t2
2. 6 dt

e[ etw () e[S e

=[3dtc 3 3./z+1

22 T Ty oVz-1




Reseni:
s = l—=z
l4+x
1=
T 142
-4t
dz = (1+t2)2dt
tedy

1—z1 1+82 —4edt —4t3dt -2 2
l+zz 1—22(1+1¢2)2 (1—1t2)(1+¢2) 1—12 14142
144
2arctan t — In |[—
arctan In 17

Dosazeni a podminky nechdany na étenafi.
3. typ R (a:, Vaz? + bx + c)
(a)

f "
ViZ+ 2z +4
ReSeni: Substituce vz2 +2z+4 -1z =t

-2 +2)
21 -9)
—t2 42t -4
T
Gl
f__i._dm_f(t—z)(H?) 1 P24,
vzl 4+ 2z +4 2(1-1) t_}_%‘?ﬂ 2(1 —¢)2
1E+2)(t—2) _1/ t-1 3 3
fz (1-1)? di=3 1+2(t-1)2 (t—1)2dt_

1 3
3 (t+21n}t—-1|+t—_—1)

Zbytek price na étenAfi.
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(374) Pomoci vhodné substituce vypoltéte

J dx
T+vVxZtx+2

Regeni;
j dx | polynom —x? + x + 2 ma reélné kofeny 2,—1| =
T+vV—=xt+x+2 ’
1 =
x+; et
_ dx Xﬂ%z_%s =J [CERI
My xtny/e | xti=ah T+t
dxu-—,;zjf—;‘zdt
[ _ 2
_ 6t 2 +1 dt=—6[ t i
J2+12 4243t +1 24+ 1){t2+3t+1)
JV 52¢4+34+45 241 5-2t—3++5
4
=—i—1—ln’2t+3+\/_‘ Zarctgt——(——)l \—Zt-3+x/§‘+c=
2—
=—3‘5/—§l 2 1+3+\/_ +-—-—1n \/

27—
— 2arctg x—-{-)l( +C

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hasgil



432 H. INTEGRALN! POCET FUNKC! JEDNE PROMENNE

{375) Pomoci vhodné substituce vypottéte

dx
J(x—l)\/x2+x+1'

Regeni:
polynom %% +x + 1 nemé reédlné koteny
V24 x+1=x+1
_12
j dx X =5
2y =
(x=1Dvxi+x+1 7“—1=_%
_ oty
x+t—2tzt:‘_*1'
_2(t2—t41)
dX—Tt—_"ﬁp_—dt
—2(t2—t+1
—J—~—-—~”"‘”+’} dt—J——z dt—J LN S N A P
— g ot t24+2t—2 3t+14+v3 3—t—14+43

\/gln‘t+1+\/§’+\/T§ln‘—t—l+\/§‘=

Y

——ﬁln VXIFx+1—x+14+V3 P
3 x—vVxIFx+1—1++3 '

Petr Zemadnek & Petr Hasil http://www.math.muni.cz/ " xzemane?
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(376) Pomoci vhodné substituce vypoctéte

J dx
x+vVxE—x+1

polynom x? —x 4+ 1 neméa reélné kofeny
dx Vi—x+T=t—x
J-x+\/xz—x+1 x=§i—j -
d —Z(tz_t"'”dt
= @12
202 —t+1) 2
_J Z—11 ”ZJ.t _t+1d1‘,—
Tl T L, et Yy —12
R AN R
2 3 3 uw=2t—1 3 3
_J(I_Zt—'l +(2t_1)2)dt| du = 2dt | —Zlnlt|+J(—E+m> du=
3 3 3 3

=2[n‘x+\/xz—x+1‘—%ln‘2x+2\/x2—x+1—1‘— ! + C.

Ax + 20X —x+1-=2

Petr Zemdnek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hagil



(b)
1

T 1t+V-2ta+?

Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/specialni-integracni-
metody. htm]

374

(c)

f(=)

(@) = 1
C(w—-VVeltz 1

Resen{: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/specialni-integracni-
metody.htmi
375

(d)
1

A s

Reseni: viz http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/specialni-integracni-

metody. html
376
4. Ostatni
1 Y
a T) = . ReSeni:
@) 1@ = e e
Pouzijeme substituci
t=+vz+vV1l+z
Potom
2 —1\° de _, 21 H42-2%242 21 £2+1
xr = -_— = . . = .
2t ' dt 2t 4¢2 t 2t2
a mame
1 (- +1) 1/(t—1)(t2+1) 1/t3—t2+t—1
= . == Jdt==f ———m——dt=
ff(w) dz /1+t 213 di=3 3 2 3

1 1 1 1 o1 1 1
_5/(1_E+t_2_t_3) dt—a(t—h‘lh‘.‘l—;—l—@),



Primitivni funkce 1.

Uvazujme funkci F definovanou pfepisem F{z) = Fi(z) na kaZdém Ir. Aby
funkce F byla spojita, musi platit

im  (=1)*(—cosz +sinz) +cp = V2+eop =

e— (3% k) _

; k+1 : =
LL'_’(_%141_1(1;:_'_1)‘”)+ 1)**(—cosz +sinz) + cpy1 = V24 cppa
pro viechna k € Z.

Zvolime tedy ¢p libovolné a ¢ = cp + 2k+/2 pro véechna k € Z. Tim je uréena
spojité funkce F' na R. ProtoZe derivace funkce F' konverguje k hodnoté (spojité)
funkee |sin# 4+ cosz| pro z bliZici se hodnot& —% + k7 zleva i zprava pro vSechna
celd k, jsou podle véty o limité derivaci a jednostrannych derivacich limita zleva i
zprava funkce F' rovny derivaci F v bodé —F + k7 a ta je rovna hodnot& funkce
Isinz 4 cos z| v bodé —ZF + km pro viechna cela k. Proto je F primitivni funkei k
| sin z-+cos z| na celém R. PFi¢tenim libovolné konstanty mZeme docilit, Ze hodnota
co je libovolné realné ¢islo.

Regenim tedy je, Ze

f]sina: + cosz|dz = Fo(z) + C,

kde Fo(z) = (—1)*(=cosz +sinz) + k2v2 pro z € [-§ + km,—F + (k + 1)m] pro
viechna k cela. [ ]

V&imndte si, Ze v prvnim z pfedchozich dvou pfikladd jsme pouZili explicitné
tvrzeni o existenci primitivni funkee ke spojité funkei [I1, Véta 49], kdezto ve dru-
hém jsme se bez toho obegli. Pouili jsme oviem jiné tvrzeni (o limité derivace a
jednostranné derivaci [DII, Véta 80]). V obou piipadech si miZete rozmyslet, jak
by vypadalo u#iti druhého z obou moZnych postupd.

§3. Derivace soudinu a metoda per partes. Neni pfili§ Casté, aby funkce
byla zapsana ve tvaru derivace souginu dvou funkei jako v nasledujicim pfikladu.

Piiklad Spodtéte [e“(sinz + cosz)dz.

Regeni. [ e®(sinz +cosz)dr = f((e“’)’ sin z + e (sin :z:)’) dz = e®sinz + C na R.
]

Mnohem ¢astéji je mo¥né vyjadrit si zadanou funkci jako soufin derivace jedné
funkce s funkci druhou, tedy jen jako &4st vzorce pro derivaci soudinu. To ném

umozni pou#it metodu per partes, kterd spodivé v nasledujicim pozorovani.
Je-li G'(z) = g(z) a F'(z) = f(z) pro viechna « & (a,b), pak plati, Ze

[ F(w)g(a) de = F@)G(a) - [ H@)Cla)dr

11



YCy
X
L, €30 = e,
M=ho=
~X
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Metody Feseni vybranych tloh z matematické analyzy

Regeni. fcoszmdm—f—mdx—Qflda:-i— fcoszdzr =2 12 + C na R.
|

§2. Lepeni primitivnich funkci. Pokud umime nalézt primitivni funkci k
dané funkei na nékterych intervalech (a, b}, ale neumime to pfimo pro maximalni
intervaly, na kterych existuje, pak uZivime asto ,metodu lepeni” primitivnich
funkei.

Piiklad Spottéte [ |z|dz.

Reseni. Snadno nahlédneme te [|z|dr = [zdz = mz 4+ C na intervalu (0, 0) a
Ze f lzidz = [(—z)dz = —% ° + C na intervalu (—oo, 0) Tedy pro vSechna c eR

£+ c primitivni funkei k |:r:| na intervalu {0, 00) a pro viechna d € R je —% +d
pr1m1t1vn1 funkci k |x| na intervalu (—o0,0).

Protoze funkce |z| je spojitd na R, existuje primitivni funkce k |z| na R.

Je-li F n&jaka primitivni funkee k funkei |z| na celém R, pak F(z) = %2 +c
na intervalu (0, o) pro ndjaké c € R a F(x) = —-m—; + d na intervalu (—oo,0) pro
néjaké d € R. Navic, protoe F mé v ka?dém bodé& z intervalu (—oo,00) vlastni
derivaci |z|, musi byt F spojitd na R. K tomu je nutnou a postacujici podminkou
to, Ze plati

lim F(z)= lim F(z},
z—0. z—04
a tedy ¢ = d. Funkce F je proto rovna funkei (sgnz) % ® + ¢ na celém R pro né&jaké
¢ € R a vzhledem k tomu, Ze viechny primitivni funkce na intervalu j jsou urceny

jednoznaéné aZ na picteni konstantni funkee, jsou funkce tvaru (sgnx) % +c viemi
primitivnimi funkcemi k |z| na maximalnim intervalu (—oo, co}, tj.

2
/lsc| dzr = (sgnm)% + C na (—o00,00).

P¥iklad Spoctéte [ |sinz 4 cosz|da.

s &, plati

Refeni. Protoze sinz + cosz = sinz + sin(z + %) 2sin{z + Z)co
Tﬂ + k), kde k je

|sinz + cosz| = (—1)*(sinz + cosz), pokud © € Iy = (—F +k,
libovolné celé &islo. Snadno nyni zjistime, Ze funkce

Fi(z) = (—1)*(— cosz + sinz) + cx

je primitivni k funkci |sinz + cosz| na intervalu Iy pro kazdé celé k£ a libovolné
reilné cg.
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