14. cvi€eni
http:/ /www.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/
kytaristka@gmail.com

Teorie

Piiklady
1
L fle)= 2sinz —cosx + 5
Reseni: Funkce f je ziejmé spojitd na R, a tudiz k ni na R existuje primitivni
funkce. K jejimu nalezeni pouzijeme substituci ¢ = tg  na kaZdém z intervali
It = (=7 + 2km, 7 + 2k=), kde k € Z. Podle transformaénich vztahl méame, Ze
na kazdém 7z intervald Ij plati

f L dt——/ L dtg L arctan t+1
At —1+2+5+562 ) 32+2t42 B V5

3tg §+1
= —arctan ———=—-.
VB NE
Mizeme tedy psat, Ze
1 1 g 5+1
_ dr = —=arctan —2 2 4 ¢y, z el
F{z) f?sinw—cosx+5 * \/garc o V5 T vE
Zfejmeé
7
li Fz) = —= + Cj, li Fl(z)= +C
By F@ =+ O i F ) 2\/’ ke

Z pozadavku spojitosti na funkci F' v bodé ('.rr + 27k) tedy vyplyva, Ze

+ G = + Ci1
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odkud ihned mame, Ze

Cer1 = % + Ck.

Tato podminka volbou jedné libovolné z konstant C) urtuje viechny ostatni.
Napifklad indukei lze lehko ukézat, Ze

k
Cr= WT + Co, kel
Pro funkci F' tedy muaZeme psat
tgF+1 k
arctan g 2 KL Co, z € (—m+ 2xk, 7+ 2mk)
Fx) = V5
(2} = k+ 1)
Ch, =7+ 2wk



Protoze vime, Ze F'(z) = f(z) pro kazdé z € Uegly, z véty o limité derivace
diky spojitosti funkce f na R vyplyva, Ze F'(z) = f(z) i ve styénych bodech
jednotlivych intervald, tedy na celém R.

dz
f 1+sin
Reseni: substituce t = tg 3
dx = 2dt
t24+1
.2
smer = m

tedy

/ dz f 2dt 1 f 2dt / 2dt 1
1+sinx 2 +114 # 1242t +1 (t+1)? t+1

Zpétna substituce:

1
2—% 7
tg 5-+1
a to na intervalu (—m;m) + 2k, to je ze substituce tg §. Déle mdme podminky,
sinz # —1, tedy o # —n/2 + 2kw. Také mdme podminky tg § # —1, které ale
davaji stejnou podminku na z # —7/2.

A jdeme lepit (VOLSF):

F(x):=—-

i F) =0

takZe nemusime funkce nijak posouvat a je tfeba dodefinovat krajni body, udélat
podminky a pfipojit konstantu.

tg 5+1

() —2—t—t ¢ € (—m+2km;m+ 2km) \ {—7/2 + 2kn}
T} =
0+¢c z=m+2kn

V bodech —7/2 nelepime, primitivni funkee tam viibec nen{ definovani a ani
puvodni integral tam neddvd smysl.

Na z4vér se jeité podivame na substituei. Je druhého typu (vyjadfujeme dz).
¢71(t) = tg %, tedy ¢ : & = 2arctan t. Tedy ¢ je z R do (~, ), cof nam zaroven
dév4 intervaly, na nichZ jsme ziskali primitivn{ funkci. (Nezapomene aplikovat
podminky, t #£ —1.)

Véta o substituci k4, na jakych intervalech mdme primitivni funkei a kde ji mdme
lepit. Ne, Ze by nas to nenapadlo bez ni, ale véta fikd, Ze to déldme legalné.



/ dx
2—sinzx

Reseni: Jako vyse, t = tg 2. Mame

/ dr _[th 1 _f dt
2—sinz J £2+1 z—p%_ 2—t+1

f4 dt 2 arctan -1
3/, 1\2 - —_3 3

(t ) +1 V3
Zpétna substituce:

na intervalu (viz vyse) (—=,w) + 2k
Lepen{ {VOLSF):

T

lim Fl{z)=—&=

T—FmT— ( ) \/_3-
; -
w—l}lg}r+ F(S‘L‘) - ﬁ

Tedy budeme posouvat o %’% a dodefinujeme v krajnich bodech pomoci pravé
zjist&nych limit, pfiddme konstantu.

Celkem mame:

Fla) = %arctan ?%i +k7r% +c¢ z&(—m+ 2km;m+ 2kT)
%+kw72§+c T =7+2knw

Podminky substituce jsou stejné, jako u prvntho pfikladu.
;2
5
[
1+ sin“z

Regeni: Funkce je sudd v cbou proménnych, tedy ¢t = tanz, sinz =
dz = -4, Mame:

£2
=1

2
fﬂ oo [_EE _f__tz_dt_
in? - 242 - 27942 -
1+ sin®z 1+ #5 2 +1 (1+2){2t2 4+ 1)

dt df 1
f e — f TE 1 = arctan ¢t — Earctan \/§t




Ly §

Tedy

1
F{z) = arctan tanz — —=arctan v/2tanz

V2

Tangens je definovan na (—#/2;7/2), tedy k lepeni{ potfebujeme

V2 vz ]2
T 1 V2—1\7
lim Flg)=—-c+—7=7=— =
Celkem:
] arctan tenz — %arctan V2tanz + kw%l +e
Fz) = z & {—m/2+km;7/2 4 2m)
g—fé%—?;l +kw£—j§1 +c =gtk

Substituce byla 2. typu. ¢ : x = arctant¢ je definovdina na R, zobrazuje do
(—m/2;m/2), kde je pak také definovani primitivn{ funkce.

flo) = o
Reseni:

Ilja Cerny

str. 154, pf. 9.11b

sin®z — cos® z
o) = e doots
Reseni: Ilja Cerny
str. 155, pf. 9.11c

1

@)= e etz
Regent: Tlja Cerny
str. 139, pi. 9.6
_r
sinz + 2

flz) =

ReZeni:

Holicky Kalenda str. 25



Primitivni funkce 1.

a to na maximdlnich intervalech (—§ + k%, + k%), ke Z [ |

Pozndmka. Mohli jsme se té% vyhnout rozkladani intervalu Ji na intervaly J.,
J,‘: a bod § + km, kdybychom pro interval Jy uZili substituci cotg . Doporucujeme
rozmyslet si to podrobné.

Piedchozi piiklad s poznamkou jsou ilustraci nasledujici obecnéjsi poucky.

Pokud je R(u,v) = R{—u,—v), lze funkci R(sinz,cosx) vyjddrit ve tvaru
Qtgz) - =k (s vijitmkou bodi, v nichi funkce tg neni definovina) a také ve
tvaru S{cotg ) - ﬁ-}—; (s vijimkou bodi, v nich# funkce cotg nent definovdna), kde
Q a S jsou raciondInt funkce. Substituci ,y = tgx“ & ,y = cotgx® lze tedy prevést
tlohu hleddnd primitivnd funkce k funkci R(sin z, cos z) na hleddni primitivnd funkce
k funkci raciondlni.

Protoze tyto substituce mohou byt aplikovany jen na intervalech definiéniho
oboru funkci tg z nebo cotgz, miZe tento postup vyzadovat dodatefné ,lepeni®.
Vhodnou volbou substituce se mu lze nékdy vyhnout.

Nasledujici poucka popisuje substituci, ktera je univerzalné pouZitelna pro vie-
chny funkce typu ,R(sinz,cosz)“.

T

U#iti substituce ,y = tg3“ éi ,y = cotg £ vede vidy k hleddni primitivnich
funkei k raciondinim funkcim na intervalech, kde lze aplikovat substituéni vétu.

Rozmyslete si, v em by byla v pfedchozich prikladech aplikace téchto substituci
komplikovanéji. Doporucéujeme si to cviéné provést.

My budeme pouZiti pravé uvedenych substituci demonstrovat na vhodngjsim
piikladu.

1
sinxz+2°

P¥iklad Najdéte viechny primitivni funkee k funkei h(z) =

Reseni. ProtoZe funkce neni ve tvaru vhodném k aplikaci substituci ,,y = sinz®,

2 =cosz®, ,y = tgz* ani iy = cotgz®, budeme aplikovat substituci ,y = tg 2.

Povsimnéme si uz nyni, e h je spojité na R, takZe k nalezeni primitivni funkce
na R zvolenou metodou bude jisté na zavér zapot¥ebi (nekoneéné mnoha) lepeni.

2z

Je h(z) = %-%(tg £Y na intervalech I, = (- + 2km,m + 2k7), k € Z.
Abychom vyjadiili h v potfebném tvaru pro pouziti 1. substitudni véty s f(z) = tg
uvazime, Ze

9 T cos® & 1

cos’ = = — =
2 sin®Z 4cos?Z  tg®§+1

. . & x z 1
smw:?sm-z-cos—z— =2(tg;§) m
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Metody Fefeni vybranych Gloh z matematické analyzy

na 1. Po dosazeni dostaneme

2
dy 2 = dy 2 dz
o= [ rpm=) oy w mea
Al+3)) +1
2 2 2 1
= —arctgz+ C = — arct (-—-— +-—))+C=
V3 e 3 B\ T3

2act(2(t$+1))+0

= —— I' —_— —_— —

V-ARSAWCA PR

na intervalu I, pro kazdé k € Z. KaZd4a primitivni funkce H k funkci h na R je tedy
rovnoa % arctg (\% (tg 2 + %)) + ¢, na Ij. Proto¥e je spojité na R a plati rovnosti

ks

lim  Hz)= Zteea lim H(z)= 7 + k11,

z—(m+2kw) - \/5 z—(m+2km) 4
musi platit cxp1 = cx + % pro k € Z. Zvolime-li napf. ¢p libovolné€, je H uréena

jednoznaéné.
Kone¢né tedy mame, Ze viechny primitivni funkce k 2 na R jsou tvaru

H{z) = — arct (2 (t $+1)>+c 4 2km
VBT R\VB\*2T2)) TR
pro z € (—m + 2km, m + 2km) a H(x + 2kr) = Z- +co+ 2L, kde o € R. m

Pozndmka. Pro feSeni predchoziho piikladu jsme mohli téz uZit 2. vétu o substi-
tuci se substituci ,,z = 2arctgy® pro y € (—oo0, 00), kterd odpovida v jistém smyslu
pravé uzité substituci ,tg £“. Tim bychom nali primitivni funkei Ho k zadané
funkci b na intervalu (—m, 7). Vzhledem k tomu, Ze h je 2m-periodickd, miZeme
pak na intervalech (—m + 2k, w + 2k7) uvazovat funkce Hy(x) = Ho(z — 2km)+cx
pro k € Z, které maji na pfisludngch intervalech zfejmé derivaci rovnou h. Pak
uZ miZeme postupovat jako v pfedchozim a spojitym dodefinovanim H v krajnich
bodech intervalii {tedy metodou ,lepeni*) najit primitivni funkci A k /& na celém
R.

Uvahu o periodiénosti 1ze oviem uZit ¢ast&ji. V fefeni pfedchoziho pfikladu jsme
té% mohli uzit 1. vétu o substituci na substituci ,y = tg £ jen na intervalu (-, 7)
a vyuzit periodi¢nosti tak, jak bylo pravé naznaceno.

§7. Dalsi éasto pouZivané substituce. Domnivame se, Ze v pfedchozich od-
stavcich jsme predvedli viechny podstatné metody uZivané pii fedeni loh na hle-
déni primitivnich funkci. Nevy&erpali jsme oviem zdaleka viechny piiklady diileZi-
tych substituci, které je tfeba ovladat. Zminime se nyni jiZ jen struéné o nékterych
z nich. Doporudujeme najit pfislusné primitivni funkce v nasledujicich pfikladech,
ve kterjch pfedvedeme jen ¢ast celého postupu.
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Priklad 9.5. Funkce f{z) :=1/+/e® — 1 ma podle V.9.2 primitivni funkei v Ry.
Polo¥me /e® — 1 = ¢, tj. substituujme x = w(#) := lg{¢%+1). Viechny pfedpoklady
25M jsou splnény, protoze w’ () = 2t/(t2+1) > 0 pro viechnat £ Ry aw(Ry) = Ry
Protoze

1 2t
n = (2 arctgt) v Ry,

t ! = T e——ir——

FAD) () = § s = s

je F(z) := 2 arctg /e® — 1 funkei primitivni k f{z} v Ra.
Ptiklad 9.6. Funkce

1
gin®z + 2 cos? x

(18) flz) =

mé podle V.9.2 primitivni funkei v celém R, ale najit ji bude ponékud komplikova-
n&jsi, protofe standardni substituci tgz = y (sr. s pfikladem 9.11) lze provést jen
v intervalech, které neobsahuji Zidny bod tvaru %(Qk + 1), kde k € Z.

Pracujme v intervalech Iy 1= (1(2k — 1), {2k + 1)), kde k & Z, a upravme
(18) na tvar

1 1 _ {tgx)
T cos?ztgtr 42 tgfz+2°

(187) flz)
podle 15M (s w(z) = tgx) a podle (4) plati pro kaidé k € Z rovnost

L1 gy ot (L e B2Y
y2+2—(\/§arctg\/§) v R, takfe f(z)—(\/éarctg\/.z_) v Iy

Funkce F definovana v intervalu I} := (1(2k — 1)m, £(2k + 1)x) podminkami

t
—15 arctg BT pro viechna z € Iy

19)  Fule) = fl V2 _ 1

Fr(3(2k+1)m—) = Wi pro z = 3(2k+1)n
je spojité v I}, protoZe se jeji hodnota v koncovém bodé intervalu Iy, rovna piislusné
limité zleva. Protoze &islo A i= Fy(1(2k+1)r—)—F(3(2k—1)m+) = 7 /+/2 nezavisi
na k, je funkce F' definovand podminkami

(20} F{x) := Fp{z) + kA pro viechna © ¢ I} a viechna ke Z

ziejmé spojitéd v celém R; je pFitom funkel primitivni k f v kaZfdém intervalu T;.
Podle V.5.5 a vzhledem ke spojitosti f v R je kromé toho

F!(%{gk + 1)71.) — d f(sr) = f(%(Qk + 1)‘.’1’),

lim = lim
= (2k+1)ym/2 z—{2k+1)7/2

co? dokazuje, #e F je funkei primitivni k f v celém R.
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Pfiklad 9.11b. Na rozdil od pfikladu 9.11a je funkce

1+sing
91 =
(91) fla) =g —
spojitd v celém R. Aplikace 28M s funkei w(t) = 2 arctgt vede k rovnostem
1+¢)? 2 2 2t 2t
ht) = fd)w = S 2o 2y

3+82 1482 3412 1+82 3482
2 t 1+ 28!
(ﬁarcg\/g+ g3+t2)

platnym pro viechna t € R; funkece

tg iz 14+tg? iz
2 )-l-lg—z%

{92) Fy(z) r== % arctg( Y

je proto funkei primitivni k f{z) v Ip.

K pRfKLADU 9.11B

Polome Fy(r) := Fy(n~) = n/+/3; takto roziifens funkce Fy je spojitd v inter-
valu I3 := {—m, ). Pro kaZdé k ¢ Z oznadme

(93) Iy o= {((2k — D, (26 + L)), If:={({2k — Dr, (2k + 1)}

a v I} definujme funkei Fj; podminkou Fy(x) := Fo(x — 2kw). (ProtoZe funkee Fy
je 2m-periodicks, je Fi{x) v I rovno pravé strans rovnosti (92) a Fi((2k + 1)m) :=
7/+/3.) Funkce Fy, je spojita v I}, a zaroveii je funkef primitivni k f v I;.. PoloZime-li

(91) A= F((2k + 1)7) — Funa((2k + Lm+) = Fo(r) = Fo(—m+) = 23,
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je funkee F : R — R definovand podminkou
(95) F:=F,+kA v I} prokaidé keZ

funkei primitivnd k f v celém R.

Ptiklad 9.11c. Funkce

(96) (@) = sin® z — cos? 2

sin?z+4cos?x

je spojitd v R a funkei k ni primitivoi (v R) lze najit pomoci 1SM: V intervalech
Ky == (3(2k — Om, L(2k + 1)), k € Z, vytkneme z Eitatele i jmenovatele viraz
cos?z a f(z) upravime na tvar

cos?z - (tg¥zx—1) b2z —1 1
96’ = = ' '
( } f(:l’:) cos2 1 - (tg2 z 4+ 4) (tg2 4+ 1) (th T+ 4) cosz '

pak v 15M poloZime tg x = y. ProtoZe rovnosti

2
v -1 501 2 1 5 y 2 :
= = - R =1{- e — 1
9) W+ D2 +4) 3y°+4 342+1 (ﬁa’rCtg2 3arcgy)

plati v3ude v R, je funkce
(97) Fr(z) = Sarctg(§tgz) — 2r

funkei primitivni k f{z) v K.
o~ F on/12
F'1 F7m/12

F=F F
~3mi2 -2 ¢ b2
/—\_/ | s 2
F

-9m/12 |

K pRIKLADU 9.11C
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Funkci F, roziifime spojité na interval K = {3(2k — 1)m, 3{2k + 1)7) tim,
se polozime Fi(3(2k + 1)m) == Fp(3(2k + I)m—) := Fm — £ (2k + 1)x; protoZe
Frp1(3(2k + Dr+) = —Fr — 3 2k + 17, e

A r== B (26 + 1)) — Fep (3(2k + Dm+) = &m
a funkce F : R — R definovand podminkou
(98) F:=F,+kA v K| prokaidé keZ

je funkci primitivni k f v celém R.
Piiklad 9.11d. Funkce
sinz
99 =
(99) f(@) (2 cosz — 1)(2sin’z — 1)

mé primitivni funkee v ka#dém otevieném intervalu neobsahujicim Zadny bod =,
v némZ je bud cosz = %, nebo sinz = :I:%\/i Maximalnimi intervaly s touto
vlastnosti jsou intervaly

Ap - ={2kw - %W,ka —ir), Bi:={(2kr- %71’72]6‘11’ + 37,
{100) Cy 1= (2km + §m,2km + 3mw), Dy :=(2kr+ 37, 2kT + §),

By i = (2km + 3, 2km 4 3m),  Fi: = (2kr + &m, 2kn + S7r),

kde k& € Z. V kadém z nich napifeme f{x) ve tvaru

—sinz

(99') flz)= {2cosx —1)(2 cos?x — 1) '

poloZime cosz = y a aplikujeme 18M. Zbjva najit primitivni funkci funkce

1
(101) g(y) == Do =T)

v intervalech, které neobsahuji Zadny z bodl %, :I:%\/‘i Ctenaf snadno ovéii, e
identita

a b c
102 =
(102) o0 = 5t Tt T
kde
(103) a=-2, b=1(vV2+1), e=4(vV2-1),
je rozkladem g(y) na jednoduché zlomky. Funkce

b c

104 Gly) == —lg|2y - 1|+ —=1g|v2y - 1| + —= lg1V2y + 1|,
(104) () glylﬁglylﬁg{yl
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