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Teorte

Bud R(-,-) racionéln{ funkce dvou proménnych.

1. Jestlize R(sinz, — cosz) = —R(sinz, cos z), potom lze uzit substituci ¢ = sinz.
2. Jestlize R(— sinz,cosz) = —R(sinz, cos z), potom lze uzit substituci £ = cos .
3. Jestlize R{—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz), potom lze uzit substituci ¢t = tg z,
jeliz € (=5 + km, § + kx), kde k je celé &islo. Transformaéni vztahy jsou
dz di sin t* cos® L sinz cos e :
= = T = =
2 +1’ 1+ 2 112 1412
(1)
4. Vidy lze uzit substituci t = tg %, , je-li 2 € (—7 + 2km,w + 2kr), kde k je celé
¢fslo. Pokud ale lze uzit nékterou z vyse uvedenych substituci, ddvdme ji pfednost.
Transformaéni vztahy maji podobu
2d¢ : 2t 1—¢2
dr = 1+t2’ Sln$=m, COS.’L’=1+t2. (2)
Piiklady
3sin®z + cos®z
1. (a T)= ————
() f(a) sin?z + 3cos?z
Reseni:

Pouzijeme substituci t = tg . Pak plati, Ze

dt 1 X R
—— =t 1 d = T =
o coszmdx (tg“z+1)dz=(t"+1)de = dx

dt
241

Dostavame tak, Ze

[3sin2:c+coszas f3t2+1 1

sinz+3co?z ) B3+
ktery déle fesime rozkladem na parcidlni zlomky. Ve zlomku

32 +1
(t2 +3)(#2 + 1)

formalné pisme y misto #2. Pak podle véty o rozkladu na parcidlni zlomky
mame, ze
dy+1 A B
= +
w+3)y+1) y+3 y+1

1



y+1=A(y+1}+Bly+3)

a dosazenim y = —1 dostaneme, Ze B = —1, dosazenim y = —3 dostaneme,
7e A = 4, Plati tedy, Ze

+1 4 1
#+3)(t2+1)  #+3 2+1

Nyni dokon&ime integraci

41 1 4 1 c 4 t
= | 5——F5——dt= ——— — ——— | dt = —arctan — — arctan ¢
/t2+3t2+1 /(t2+3 t2+1) \/ﬁarcan\/g arctan
4 tg x
= —arctan — — &

V3 V3

(b) f(z)=tg ¢
Reseni: Pougijeme substituci ¢ = tg z. Pak plati, Ze

dt 1 ) ) dt
- Coszmda: (tg “z+ L) do = {(t*+1)de = dz ]

Dostdvame tak

£ ¢ ctt 2 1
5 - 3 £ _ 42 2
ftg md:c—ftz_l_ldt—f(t —t+t2+l)dt-—4 2+21n(1+t)

1 1 1
= —tg x — Ztg 2z + = In(1 + tg %z)

4 2 2
sin @
&= T e
Reseni: PouZijeme substituci ¢t = tg §. Pak plati, Ze
d 1 1 tg28+1 241 24t
—_— = = - = —— dz =
dz  2cos?E 2 2 t2+1

a dale plati

, . T T T . 2tg 2t
sm:r=2sm§czos-2-=2tg 58 5 = T+tg 73 =B

Dostdvame tak, Ze

/ sinz a:—/ 2t 1 2 dt—f 4t it
L+sinz ) 241 1+25 £+1 S R0+ 2t +1)

_[ 4t it =
B RCESTCES A



a nyni postupujeme rozkladem na parcidlni zlomky, ktery hleddme ve tvaru

4t _A B +Ct+D
E+DE+12 7 410 (t+1)2 7 2+l

Odkud prendsobenim vyplyva
4t=Alt+ D2 +1) + B>+ 1) + (Ct+ D)t + 1)
Dosagenim ¢ = —1 dostaneme, ze B = —2. Dosazenim t = { dostaneme
4i=(Ci+DY1+49)?=(Ci+D) 2
2=Ci+D
odkud plyne, ze C =02 D = 2. Zpétnym dosazenim dostaneme
4t = A(t+ 1) +1) — 2087 + 1) + 2(t + 1)?

a porovnanim absolutnim élentt vidime, e 0 = A — 2 + 2, tedy, Z2e A = 0.
Hledany rozklad mé tedy tvar

4t B 2, 2
B+DE+1)2 7 (t+1)?2  £2+1

Dokonéeme integraci.

4t 2 2 o 2 2
= d a2 4o b=
/(t2+1)(t+1)2 /(Ml)2 tJrf»t2+1 o ercten t= o te

@) flz) = ——

"~ coszsin®z
Reseni: Protoje f(sinz,coszx) = f(—sinz, —cosz), pouZijeme substituci
t = tg z. ProtozZe

de _dw 1 1 _dtf 1Y _#+1,
cosrsin®z cosiztg wsinfxz ¢ 2/ 3
dostavame
dz 241 ¢ 1
= dt = |t| — =#* = lnltg 2| - ———
/coswsin3a¢ f 3 Il 2 lbg 2| 2tg 2x
Podotknéme, Ze plati
cos?z c cos? +1_coszm+sin2a:_ 1
2sin?z  2sin‘z 2 2sinz 2sin’z



[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY

449

(392) Pomoci vhodné substituce vypoctéte

sin® x
J —— dx.
1+4cos?x 4 3sin“x

Reieni:
J' sin® x N t =cosx _J t2—1 dt —
1+4cos?x + 3sin®x dt = —sinxdx | = )] 1+4t24+3-3:2
t2+4-5 1 5 t
= | —— = — Y ———— =t — — — C:
J ) dt J(] 5t2+4)dt t 2arctgz-i-
—cosx—garct COSX+C
- 299 '
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[l. INTEGRALNI POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(393) Pomocl vhodné substituce vypoctéte

J dx
1 +sinfx’
Regeni:
t=1tgx 1
J dx . 1 J e J ] 1J 1
) VT2 2 2 2.1
1 +sin“x dx:T_‘;!Tzdt 1 ]:_tz 142t 2 t+2
1 2
= z\/zarctg —1,:~ +C= %arctg (\/itgx) + C.

V2
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[l. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY

(396) Pomoci vhodné substituce vypoctéte

J dx
2—cosx

ReZeni:
J dx t=tg}¥ , J T ) J 2
_ " 3 — a S
2—cosx | dx =57 dt 2_:—+:§ 3t2+1

21 t 2
=—-]—arcth+C=—i§arctg (\/gtgf)-i-C.
35 & 3 2

_EJ__‘“__
C3lerlT

http://user .mendelu.cz/hasil
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456 Il. INTEGRALN{ POCET FUNKCI JEDNE PROMENNE

(399) Pomocl vhodné substituce vypoctéte

sinx
— dx.
$inX — Ccosx

Reseni:

J‘ sinx dx=J tgx dx t—tgx ZJ t 1 dt —
sinx —cosx tgx —1 dx = 7 dt t—111t2

_ t B 3 1T1—¢ B
_J[tl)[t2+1)dt—_[(t—1 +§t2+1)dt_

1 1 1 2t dt
= _ A= [ == | == =
nlt |+2(2Jﬂ+1ﬁ+Jﬂ+1)

1 1
lnlt—1|—4—ln|tz+1|+-2—arctgt+C:

M=M= Mo

1
lnltgx—ll—Zln‘tgzx+1|+;+C.
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il. 3. SPECIALNI INTEGRACNI METODY 457

(400) Pomoci vhodné substituce vypottéte

J‘Z—sinx
— dx.
2+ cosx
Reseni:
stm T e 2
—dx = =
2+ cosx dx = I-ftz dt 2+ }_T%; 1412

I Teur s iy L

t2—t+1 2+t t
J(1+t2)(t2+3)dt ZJtz—l—3dt _[1+t2dt

2t dt t
_Jt2+3dt+4jt2+3_zj1+t2dt_

2t 4 dt t
= - — 2| —dt =
It2+3dt+3J(L)2+] J1+t2dt

_J 24242 -2t 2

V3

=Ln|t2+3{+—4—arctg—£~—ln[1-i-tz|+C:

V3 V3
X X 4 tg 3
= Injtg? 3 +3|~n|tg? 2+ 1|+ < e
nitg 2—!—3 n|tg 2-I- +\/§arctg\/§+
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(398) Pomoci vhodné substituce vypoététe

cos>x
—dx.
2—sinx

Refeni:
cos® x t =sinx 1 —t? 3
—d =] ——dt= t4+ —— ] dt =
JZ—slnx x|dt=COS7€dX JZ_tdt J(2+ +t—2
i

12 '
=2t+7+3ln|t—2\+C-—~25lnx+Sm *

-+ 3n|sinx — 2|+ C.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user.mendelu.cz/hasil



II. 1. ZAKLADN} INTEGRACNI METODY 397

(346) Vypactéte
Jmax{1 , X%} dx.

Regent;
Pro [x| < 1 plati

Jmax{hxz}dx: J1 dx=x+C.
Je-li x| > 1, plati

Jmax{hxz}dx = jxl dx = x; +C.

ProtoZe vislednd funkce musi byt spojita, plati

poad 2
EF—-¢+C pro x < —1,
Jmax{hxz}dx: x+C pro x| <1,

§+%+C prox > 1.

Petr Zemanek & Petr Hasil http://user .mendelu.cz/hagil



sin®z

(e) flz) = 1+4cos?z + 3sin’z
Reseni:

http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/specialni-integracni-metody.html
392

1
f - ——
() {(m) 1+ sin?x
ReSeni:
393
(&) f@) = =—
8 ; = 2 —cosz
Reseni: 396
sina
(h) {(m) " sine -cosz
ResSeni: 399
. 2—sing
0 1) = Fmes
Reseni: 400
. cos® T
(i) flz) = 2 _sinx

Resen{: 398

(a) flz) = max{1,z?}
Reseni:
http://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages/zakladni-integracni-metody.htmi
346

(b) flx) = Vab
Reseni:
Plati, #e vVz® = |2°|. Na intervalu z € (0,+oc) plati, Ze

4
f\/ﬁdm=/w3dm=£€4—+01
Na intervalu = € (—o0,0) plati, Ze
7
/\/gsgda: = [(—m3)dm = —-:1-+Cg
Primitivni funkce ovem existuje na celém R, pokud se obé funkee shoduji v

bodé 0, tedy pokud Gy = 5 (princip lepeni). Primitivni{ funkce jsou tedy
uréeny vztahy

L+ C z<0
Flz)={ C =0
ET:"JI‘C z>0

kde € znaéi v3ude stejnou konstantu, aviak libovolng volenou.
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(c)

{d)

f(z) = |sinz|

Reseni:

Protoze f je spojitd na R, ma také na R primitivni funkei. Tudiz md také
primitivni funkeci na véech otevienych podmnozindch R a tato primitivni
funkce musi byt ve viech bodech spojitd, nebof ma ve viech bodech vlastni
derivaci | sin z|.

Nejprve uréime neuréity integrdl k f na intervalech (0 + 2km,w + 2kw) a
(m + 2kw, 2w 4+ 2k7), kde & je libovolné celé Cislo. Protoze

fla) = sinz  z € (0+ 2km,m+ 2km)
| —sinz 2z € (74 2km, 27 + 2kn)

platif, Ze libovolna primitivn{ funkee k funkci f na R ma tvar

Flz) = —cosz + Ar z € {0+ 2km, 7+ 2km)
" | cosz+ Be oz € (m+2km,2n + 2k7)

kde Ay, By jsou konstanty. V bodech 2kx je potfeba zajistit, aby funkce F
byla spojitd, a tudiz limita zleva byla rovna limité zprava. Z toho vyplyva,
7

—cosz + Ap =cosz + Br prox =2kr = —1+ Ay =1+ B
= Ap =2+ Bi_1
—cosx + Ay = cosz + By prozx=m+2kr = 1+ 4;,=-14+B;
= Br=Ay+2=4+4+ Bi

Z toho vyplyvd, Ze funkce F je jednoznafné uréena volbou kterékoliv kon-
stanty Ay nebo By, pro jedno libovolné volené celé éislo k.

flz) =+1—sin2z
Reseni:
Sledujte vypodet.

fvl—sinQ:v d:c:f\/cosg:c-{—sinzm—Qsinwcosw dz

=[ (cosz — sin z)? do:=f|cossc—sin:1;| dz

Nyni hledejme primitivni funkei zv1ast na intervalu (0, §), kde
/ leosz —sinz| de = f(cosm —sinz) do =sinz + cosz + C1
a na intervalu (§, =}, kde

f|cosw— sinz| de = /(sina;— cosz) dz = —cosx —sinzx -+ C.
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Abychom dostali primitivni funkei na celém intervalu (0, 7}, musime zajistit,
aby v bodé § byla spojitd, tedy aby platilo

.o T T s
smz+cosz—i—01——cosz——smz—i-cz

V2+C = —V2+Co
Co=2v2 + (1.

Volbou jedné z konstant €y nebo Cp je tedy primitivni funkece jednoznaéné
uréena. Naopak, jednu z téchto konstant miiZeme volit zcela libovolns.

Je mozné ovéfit, Ze nalezend funkee je v bodé § je diferencovatelna (vypoctem
derivace zleva a zprava pomoci limity) a derivace mé spravnou hodnotu. Neni
to ale nutné, proto¥e funkce f je spojitd na (0,7) a primitivai funkce tedy
existovat musi, je nutné spojitd (nebof m4 vlastni derivaci v kazdém bods)
a na intervalech (0,7/4) a (r/4,7) je aZ na konstantu uréena jednoznaéné
nalezenymi vztahy, Dodefinovat ji v /4 lze diky pozadavku spojitosti pouze
jednim zpusober.



