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P¥iklad 10.8. Pro kaZdou dvoijici &isel o, 3 (z R) je funkce

1
zolg? z

(35) fe) =

spojitd a kladné v intervalu (1,+o0); vySetfime, kdy existuje integral f2+°° f-

Pro o = 1 jsme velmi podobny problém (s jinym oznagenim parametr) vyFesili
jiz v PE.10.4: [7°° f existuje, pravé kdyZ je 8 > 1. ProtoZe existence integralu I f
plyne ze spojitosti funkce f v intervalu (2, e), je i existence integralu f2+°° f (pro
a = 1) ekvivalentni 8 nerovnost{ 7 > 1.

Je-li a > 1, je &islo v := }{a — 1} kladné, a v diisledku toho je = 1g? = — +o0
pro x — +00 a pro kazdé 5 € R. Z toho plyne, Ze

_ 1
= O(ml‘l"}") pro = — 409,

)= ———

T ozvigfa

a protoZe 147 > 1, integral [ f existuje podle 1. &asti véty 10.11.

Je-li @ < 1, je &islo & := 2(1 — o) kladné, takie 24 1g? z = 0 pro z — 00 a pro
kazdé 8 € R. Z toho plyne, Ze h(z) := 1/(:1;“71g‘S z) — Fo0, a existuje tedy K ¢ By
tak, e nerovnost h(z) > K plati pro viechna z € {2,+00).%) V tomto intervalu
pak plati i relace

1 K
_:U]‘_'S’

proto¥e je 1—4§ < 1, integral f2+°°(K/:c1"5) dz neexistuje; podle V.10.10 plati totéZ
i o integralu [;*° f(z) d.
Tim je dokazdno, Ze

(36) /:‘” ;[;ﬂ[f:ﬂ;g existuje < (a> 1)V {(@a=1A(B>1)).

Poznamka 10.9, Vyletfen! existence integrilu v pravé dofefeném pfikladé dalo
dost price; pfidinou je skuteénost, Ze funkce lg‘g Z a 2° nejsou téhoZ fadu pro zddnou
dvojici &isel @&, 3. (Relace lg” z = = pro « — oo nemiiZe platit, protoze pro kazdé
3 e R akazdé a e Ry je lgP 2 = o(x®) pro z — +oc.9) V souvislosti s tim Fkéme,
e kazdd kladnd mocnina z roste do nekoneéna rychleji nei kterdkoli mocnine lgz.
Této okolnosti bylo nutné obratné vyu#it — pro a > 1 k dikazu existence, pro o < 1
k ditkazu neexistence integralu. Podobng bychom postupovali, kdyby se

5} Podrobng&ji: Z podminky h(z) — +oo0 pro z — 4-co plyne existence &isla ¢ € (2, 400},
pro né% z > ¢ = h(z) > 1. Proto¥e h je na intervalu {2, ¢} spojitd a kladnd, mé tam i kladné
minimum; oznaéime-li je d, staéi polozit K = min({d, 1}.

%) Pipomefime, Ze to znamend, Ze podil levé a pravé strany této Hrovnostl mé pro ¢ — +eo
nulovou limitu. (Sr. s (25) v kapitole 6.)

192



Metody Feseni vybranych tloh z matematické analyzy

§22. Integral sou&tu. Obéas se hodi nasledujici jednoduché pozorovani.
Necht f,q jsou spojité na (a,b) a f: g konverguje. Pak f‘f f konverguje, prdvé
kdy# konverguje f;( f+g).

Piiklad Konverguje integral [, 1=522 dg 7

Redeni. Integral f; SiRZ 4z konverguje (viz §20), zatimco fol L dz diverguje dle
piikladu v pfedchozim paragrafu. Proto podle uvedeného tvrzeni na$ integral di-
verguje. [ ]

Dal3i, méné trividlni, pfipady pouZiti pozorovéni z tohoto paragrafu v kombinaci
s jinymi kritérii jsou uvedeny déle.

§23. Bolzano-Cauchyova podminka. Nisledujici véta davd nutnou a po-
stadujici podminku pro konvergenci integralu. Je preformulaci Bolzano-Cauchyovy
podminky pro existenci vlastni limity primitivni funkce.

Necht funkce [ je spojitd na intervalu [a, b}. Pok integrdl f: f konverguje, pravé
kdy# pro ka2dé € > 0 existuje b’ € (a,b) takové, Ze pro kaZdé dva body x1, %y spliugici
b < x1 < xp < b platf f:lz f| < . Analogické turzeni plati pro interval typu (a,d].

Piiklad Jelia>0,integrdl [ z%sinz dz diverguje.
Feseni. PouZijeme Bolzano-Cauchyovu podminku. Je-li & > 1 celé &islo, plati

(k+1)m
f r%sinxzdx
k

T

"
> (k'rr)“f sinzdz = 2(km)® > 27%.
0

Zvolme nyni £ = 7®. Pro ka#dé b’ < oo existuje k > 1 celé tak, Ze km > b’. PoloZme
11 = kr a 23 = (k + 1)7. Pak dle uvedeného vypoctu je \fﬁf z%sinzdz| > &,

Integral proto diverguje. [ |
§24. Srovnavaci kritérium je obsaZeno v nasledujici véte.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu (a,b) a pro kafdé = € (a,b) plati
1f(z)] < g(x). Pokud fabg konverguje, pak f: f konverguje té%. (A tedy, diverguje-li
f; f, diverguge i f:g.)

Dusledkem je nésledujici tvrzeni.

Necht f je funkce spojitd na (a,b). Pokud fab f konverquje absolutné, pak i
konverguje.

Piiklad Pokuda > 1, pak [ 100 %},ﬁ dz konverguje (dokonce absolutng).
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Konvergence urditého integralu 4

Zavér je, ze integral ze zadani konverguje, pravé kdyZ o < —1 neboa >1. =B

827.  Utziteénym kritériem pro neabsolutni konvergenci integrélu je Dirichletovo
kritérium.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b), kaZdd (ekvivalentné neé-
jakd) primitivnd funkce k f je omezend na (a,b), funkce g je monotdnni na [a,b)
a E1_i-'r£._ g{z} = 0. Pak f: fg konverguje. Analogické turzeni plati pro intervaly typu

{a,b].
Piiklad Integral [ 22 dz pro a > 0 konverguje.

Reseni. Funkce f(z) = cosz ma omezenou primitivni funkci sin z, funkee g(z) =
1/z* je klesajici a mé v +oo limitu 0. Navic jsou obé funkce spojité na [1,00), a
tedy integral konverguje dle Dirichletova kritéria. [ ]

Poznamenejme, Ze tento priklad bychom mohli Fefit pomoci metody per partes
jako v §26. To neni néhoda, Dirichletovo kritérium pro pfipad, kdy g ma spojitou
derivaci, lze pomoci metody per partes dokazat.

Piiklad Integral [ |222| dx konverguje, prévé kdyz a > L.

Refeni. Konvergence pro o > 1 byla dokézana v §24, divergence pro a < 0 plyne
z prikladu v §23 a z toho, Ze absolutni konvergence implikuje konvergenci (viz §24).
Necht o € (0,1]. Plati

|sina:c| > sini:n — 1-c022a:
T T 2x

Pfitom | 1°° f% diverguje a floo 995;,2—” dx konverguje podle Dirichletova kritéria (funk-
ce z® je klesajici a méa v oo limitu 0, funkce cos 2z mé omezenou primitivni funkci).
A tedy floo -1-'—"2‘;0—2% dz diverguje (viz §22). Podle srovnavaciho kritéria ptvodni
integral diverguje. [ ]

1264 l f Priklad Zjistéte, zda konverguje integral f;o Z—_f% dz.

Reseni. Funkce sinz ma omezenou primitivni funkci, a tak mtZeme zkusit pou-
%t Dirichletovo kritérium. Funkce —5— mé limitu 0, ale neni monoténni (jest
(z 4+ 2sinz)’ = 1 + 2cosz, a tato derivace pravidelné méni znaménko). TakZe Di-
richletovo kritérium pouZit nelze. Vime viak, Ze konverguje f2°° i‘—;ﬁ dz a miZeme
zkusit pou#it postiehu z §22. Tedy na¥ integral konverguje, pravé kdyz konverguje
sin z —2sin®x dx

sinx # vy : o
(m o — ) dz. Upravime-li integrand, vyjde [, ;735005
Tento integral srovndme s konvergentnim integralem f2°° %;"i. Je totiz
2

integral [,

. . 251
| -2sin?z| <2 a lim ______:v(m+151nm) =2.
T—00 =

e
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Metody fe¥eni vybranych tloh z matematické analyzy

Proto f2°° ﬁggf—n‘”ﬂ dzx konverguje, a tudiZ i integral ze zadéani konverguje. [ ]
Pifklad Zjistdte, zda konverguje integral [~ ﬁ%iﬂ dz
Regeni. Postupujme podobn& jako v predchozim pfikladu s vyuZitim faktu, Ze
. . . - 5 ain2 ,
1= b2 dz konverguje. Jest 8t — S5% = ﬁ(jﬂ_‘; £, konvergence inte-
2
gralu ze zadéani je tedy ekvivalentni konvergenci | 4°° \/:E—(jgﬁ'm_) dz. S ohledem

na pfedminuly pfiklad lze odhadnout, Ze tento integral bude divergovat. Pokusme
se to dokazat. Plati

sin” sin? l=cos2x

ViVzrzena) = VAl | We(/atD)'
Protoze | 4°° 5\/—% dz konverguje podle Dirichletova kritéria, stadi ukazat, ze

integral [ 400 'é\/'m—(\l/‘ﬁij diverguje. To plyne z limitniho srovnévaciho kritéria, nebot
1

. = o0 . . . . . w , ..
lim 224 = 1 5 f 4z diverguje. Tak jsme ukazali, Ze integral ze zadani
=00 T &

diverguje. [ |

Pfedchozi ptiklad svédé o tom, Ze Dirichletovo kritérium by neplatilo, kdy-
bychom v ném vynechali pfedpoklad monotonie funkce g. Pfedminuly pfiklad na-
proti tomu ukazuje, Ze absence monotonie nezarudi divergenci.

§28. Spolu s Dirichletovym kritériem se obvykle uvddi Abelovo kritérium.
Uvadime ho zde zvld&t, protoZe na rozdil od Dirichletova kritéria ma i symetrickou
verzi.

Necht funkce f a g jsou spojité na intervalu [a,b), funkce g necht je na tomto
intervaly monotonni a omezend.

(i} Jestlize konverguje |, : f, konverguge i integrdl f: fa.
(it} Pokud navic lirgl glx) # 0, pak [ ; f konverguje, prdvé kdyZ konverguje
T—rb—

integrdl f; fg.
Analogické tvrzeni plati pro intervaly typu (a,b].

Pfiklad Zjistéte, pro které hodnoty parametra konverguje, piipadné ab-
solutné konverguje, flm sin(z?®) - arctg® x - Pm:_—l- -cos 1. 27dz.

Redeni. Nejprve si tlohu zjednodudime podle symetrické verze Abelova kriteria.
Viechny €initele v integrandu jsou spojité funkce na [1, o0} Funkce cos(1/z) je na
[1,00) rostouci a v oo md limitu 1. A tedy konvergence (absolutni konvergence)

integralu ze zadani je ekvivalentni konvergenci (absolutni konvergenci) integralu
floc sin(z®) - arctg® x - ;?_i—l .27 dz. To plyne z Abelova kritéria. Dale funkce arctg® @
je monoténni (rostouci pro 3 > 0, klesajici pro 8 < 0, konstantni pro B8 =0)ami
v oo vlastni nenulovou limitu (w/2)”. Funkce Eﬂiﬁ_l =1- -52115 je rostouci a ma
limitu 1. Dvoji pouziti Abelova kritéria dava, Ze konvergence (absolutni konver-
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v integralu vyskytl napf. soudin z* exp(fz), protoZe ani tentokrt nemaji faktory
stejny fad pro £ — +o0. Ctenafi doporutujeme, aby si postupy uZité v P£.10.8
dobfe promyslil. O

Dvé kritéria existence integrilu, kterd obsahuje nasledujici véta, lze vt (na
rozdil od V.10.10 a V.10.11) i k vySetfeni neabsolutni konvergence.

Véta 10.12. (Abelovo a Dirichletovo kritérium.) Necht —oo < a < b £ 4+
a necht funkee f : {a,b) = R je spojitd, funkce g : {a,b) — R spojitd a monotdnni,
Pak integral

(37) /ﬂ b fg

existuje, plati-li jedna z téchto podminek:
(38) f ’ f existuje a funkce g je omezend v (a,b)
e
(Abelovo kritérium),
(39) finkce f mé omegenon primitivni funkcei v (a,b) a il—rﬁ; g{z) =0

(Dirichletovo kritérium).

Déle plati: Jsou-li funkce h1, hs spojité a kladné v {a,b), je-li jejich podil hy /ha
monoténni v (a,b) a je-li hy(x) = ha(z) pro z — b—, je existence integralu f: fh
ekvivalentni s existenci integrédlu [ : [ha (symetrické Abelovo kritérium).

Analogicks tvrzeni plati pro intervaly (a,b) C R, kde ~oc0 < @ < b < Fo0.

Piiklad 10.9. VySetfme absolutni resp. neabsolutni konvergenci integrélu

+oo o
(40) / sinx dz,
0

xC!

kde a ¢ R. Integrand f(z) := sinz/z* je spojity v R, a spliiuje podminky
1

xa—l

1
pro = — 0+, f(m):O(F) pro = — +oo.

(41) Fla) =
V intervalu (0,n) je f(z) > 0, a podle V,10.11 fow f tedy existuje, pravé kdy# je
o < 2; konvergence je pak samozfejm¥ absolutni. Podle druhé z relaci (41), podle

V.10.10 a podle F z P£.10.2 konverguje integral f:mf absolutng, je-li a > 1.
Zatim jsme tedy dokézali, Ze

(42;) pro o € (1,2) konverguje integral (40} absolutné.

Dirichletovo kritérium nadm poskytne daldi informaci: Proto¥e funkce —cosz
(kterd je funkci primitivni k funkci sinz) je v R omezens, protofe funkce 1/z%
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Lr>

je tam spojit4 a monoténni a konverguje k 0 pro @ — +oe, je-li «v € Ry, integral
f: £ pro kadé o € B existuje. Z toho plyne, Ze integrdl (40) existufe pro véechna
ae(0,2).

DokaZme nyni sporem, Ze
(42;) pro kaZdé o € (0,1) konverguje integrdl (40) neabsolutné.

Ptedpokladejme, Ze integral f:w konverguje {pro n&které a e (0, 1)) absolutné,
tj. ¥e existuje integral

+00 | o3
smmax
(43) = f,, ’w—a | dz.

Protoze funkce G(z) := [ | f| je primitivni funkei funkce | f| v R4, je existence
integralu (43} ekvivalentni s existenci koneéné limity I := G{(+o0~); pak je oviem
i limy 00 G(nw) = I. Z toho plyne, Ze

n-1l (k+l)m
(44) lim /

n—oo
k=1 kw

1 n—1
S;Lf ‘ de = lim % (G((k + 1)) — G(km))
k=1

= 11131010 G(nw) = I (< +o0).

Zaroven vsak je

(b1 | o (k+1)m
f |sm:c|dw2 1 &f ]sinsc|dx2—2-
. = ((k+1)m)> Jor (k+ 1)x

pro kaZdé k € N, takie

‘ -1
{(k+1)m sinx n

@ Gam=Y [ | T

k=1""7 k=1

2
m — 400 pro n — o0,
co? je ve sporu s (44). Tim je (422) dokédzano.

Zhivé oviit, e
(423) pro #4dné a < 0 integrdl (40) neexistuje.
Oznagime-li F(z) n&akou primitivni funkei k funkei sinz/z* v Ry, plynula by
z existence integralu f:m f existence keneéné limity lim .o Fi(nm). Kdyby bylo

Fiam) > Ae R, bylo by i F((n+1)r) = A, a tedy fTE:'H)ﬂ f=F{{n+1m) -
F{nm) — 0. To viak neni pravda, protoZe (pro ka#dé o < 0 a pro kaZdé n ¢ N) je

(n+1)m s {(n+1)7 | o4 (n+1)w
(46) U’ Smmdm‘=f @dwzj | sinz|dz = 2.
n n k%

T x= g & T

Obsah tvrzeni (425), (422), (423) je Gplnym feSenim nadeho problému. O
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