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Teorie

Věta 1 (Lagrange̊uv tvar zbytku). Necht’ f je reálná funkce, a < x. Necht’ f má v
každém bodě intervalu [a, x] vlastńı (n+ 1)-derivaci. Pak existuje c ∈ (a, x) tak, že

f(x)− T f,a
n (x) =

1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)(x− a)n+1.

Věta 2 (Vlastnosti o). Necht’ a ∈ R∗.

1. Jestliže f1(x) = o(g(x)), x→ a, a f2(x) = o(g(x)), x→ a, pak

(f1 + f2)(x) = o(g(x)), x→ a.

2. Jestliže f1(x) = o(g1(x)), x→ a, a f2(x) = o(g2(x)), x→ a, pak

(f1 · f2)(x) = o((g1 · g2)(x)), x→ a.

3. Jestliže f(x) = o(g1(x)), x→ a, a limx→a
g1(x)
g2(x)

∈ R, pak

f(x) = o(g2(x)), x→ a.

4. Je-li m,n ∈ N0, m ≤ n, a f(x) = o((x− a)n), x→ a, potom

f(x) = o((x− a)m), x→ a.

Věta 3. Necht’ a, b ∈ R∗, necht’ ϕ je funkce definovaná na nějakém prstencovém okoĺı
bodu a a necht’ f a g jsou funkce definované na nějakém prstencovém okoĺı bodu b.
Necht’ f(y) = o(g(y)), y → b a limx→a ϕ(x) = b. Necht’ dále existuje δ > 0 takové, že

∀x ∈ P (a, δ)ϕ(x) 6= b.

Pak
f(ϕ(x)) = o(g(ϕ(x))), x→ a.

Poznámka 4. 1. Výraz Rf,a
n (x) := f(x) − T f,a

n (x) nazýváme zbytkem po Taylorově
polynomu řádu n.

2. Peanova věta tedy ř́ıká, že f(x)− T f,a
n (x) = o((x− a)n), x→ a.
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Př́ıklady

1. Pomoćı Taylorova rozvoje určete následuj́ıćı limity.

(a) lim
x→0

ex − sinx− 1

x2

(b) lim
x→0

ex sinx− x(1 + x)

x3

(c) lim
x→0

cosx− e−x2/2

x4

(d) lim
x→0

(
1

x
− 1

sinx

)
(e) lim

x→0

sin(sinx)− x 3
√

1− x2
x5

(f) lim
x→0

ex
2+x − sinx+ 3 cosx− 4

arctan 3x

(g) lim
x→0

(ex
2 − 1)(sinx− x)2

(cosx− 1)2 sin4 x

(h) lim
x→0

ax + a−x − 2

x2
, a > 0

(i) lim
x→0

1

x

(
1

x
− cotg x

)
(j) lim

x→0

tg x− x
x− sinx

(k) lim
x→0

2(sinx− tg x) + x3

(expx− 1)(exp(−x2)− 1)2

(l) lim
x→0

2arcsin x− tg x− x
2 sinx− arctan x− x

(m) lim
x→0

1− (cosx)sinx

x3

2. Pomoćı Taylorova rozvoje do 1. stupně určete přibližnou hodnotu:

(a) arctan 1, 1

(b) ln 1, 3

(c) sin−0, 22

3. Vypočtěte přibližnou hodnotu č́ısla e s chybou menš́ı než 0, 001.

4. Pro jaké hodnoty plat́ı přibližný vztah cosx = 1− x2

2 s přesnost́ı 0, 0001?

5. Určete maximálńı chybu, které se dopust́ıme, nahrad́ıme-li na intervalu (0, 9; 1, 1)
funkci arctan x Taylorovým polynomem stupně 2 v bodě x0 = 1.

Bonus

6. Určete, zda je pravda:

(a) Má - li funkce derivace všech řád̊u, tak jej́ı Taylorova řada konverguje v
každém bodě.

(b) Má - li funkce derivace všech řád̊u a Taylorova řada konverguje, tak už kon-
verguje k p̊uvodńı funkci.

7. Zjistěte, pro která C ∈ R má funkce f(x) = cosx−e−x2/2+Cx4 lokálńı maximum
v bodě 0.

8. Zjistěte, zda je 0 inflexńım bodem funkce sinx+ sinh x.
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