Rady a Taylortiv rozvoj

Lemma. Necht f je definovand a spojitd na intervalu [a,b), f'(a) =0 a f' > 0 na (a,b). Potom
f je ostie rostouct na [a,b) ve smyslu

pro kazdé x,y € [a,b), v <y je f(x) < f(y).

Diikaz: Protoze f' > 0 na (a,b), sta¢i dokézat, ze f je ostfe rostouci v bodé a, tedy Ze pro kazdé
x € (a,b) je f(x) > f(a). Pfedpoklddejme, Ze tomu tak neni. Potom existuje = € (a,b) tak, Ze
f(z) < f(a). Protoze f je ostfe rostouci v bodé z, existuje y € (a, x) tak, ze f(y) < f(a), a protoze
f je ostfe rostouci na intervalu (a,y), pro kazdé z € (a,y) plati, ze f(z) < f(y) < f(a). Protoze
funkce f je na [a,b), je zfejmé

lim f(z) = f(a),

z—a+

odkud vyplyva, ze f(a) < f(y) < f(a), coz je spor. |

Kliéové tvrzeni. Necht f md spojité derivace do n-tého Tddu na néjakém okoli bodu a,
flla)y=f"a)=-=f""a)=0 o  f™(a)#0.

Potom existuje pravé a levé okoli bodu a tak, Ze f je ma téchto okolich ryze monotonni.

Diikaz: Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze f(™)(a) > 0 (jinak uvazme funkci — f).

Ze spojitosti f(™ plyne, ze f(™) > 0 na néjakém okoli bodu a. Dokazujme nyni monotonii na
néjakém pravém okoli, na levém by se vSe délalo analogicky.

Protoze existuje b > a tak, ze f(™) > 0 na [a,b), je f*~1 rostouci na [a, b), a protoze f*~1)(a) = 0,
je =Y >0 na (a,b).

7 ptedchoziho lemmatu vyplyva, ze f("~2) je na [a, b) ostTe rostouci. Podle pfedpokladu tvrzeni je
f=2(a) = 0, tedy musi byt f»=2) > 0 na (a,b).

7 ptedchoziho lemmatu vyplyva, ze (") je na [a, b) ostTe rostouci. Podle pfedpokladu tvrzeni je
f=3)(a) = 0, tedy musi byt f*=3) >0 na (a,b).

A tak déle. Opakovanym pouZitim tohoto kroku dostaneme, Ze f je na [a,b) ostfe rostouci. O

Podotknéme, zZe neni mozné dostat monotonii na néjakém okoli a, pokud n je sudé. Staci uvazit

funkci f(z) = 2% v bodé a = 0.

Klicové tvrzeni budeme pouzivat pro diitkaz monotonie posloupnosti, jejichz chovani budeme od-
hadovat pomoci Taylorovych rozvoji. Namisto formulace obecného tvrzeni radéji vSe ukdzeme na
ptikladech.

Vysetiete absolutni a neabsolutni konvergenci fad.
oo 1 k

1. Ell1+—-) — kz, kde x € R.
;[(( +k> e)cos T exT

Navod: Radu napiseme ve tvaru

ik((ui)kﬁe) %

n=1

Nejprve vylouc¢ime absolutni konvergenci. K tomu staci ukazat, ze

k
klim k ((1 + %) - c) je vlastni a nenulova,
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| cos kz|

protoze potom fada absolutnich hodnot diverguje srovnanim s divergentni fadou NG

Dukaz tvrzeni. Plati

k
1 .
klim k ((1 + E) — e) = klim k (eln(1+1/k)k B e) —e. klim L (eln(1+1/k)k,1 - 1) _

a protoze funkce (14 1/2)” je monoténni a pro x — oo konverguje k Eulerovu ¢islu, je podle Heineho véty
a véty o limité slozené funkce

(eln(1+1/k)k—1 B 1)
i
koo In(1+ 1/k)F —1
tudiz vypocet mize pokracovat nasledovné

(eln(1+1/k)’“—1 B 1)

= Jim [k(ln(l +1/k)F — 1)] = e+ lim [k(kIn(1+1/k) = 1)] =

:17

za predpokladu, ze limita napravo existuje. Tu dostaneme rozvinutim v Taylorovu radu.

= e lim [k(kIn(1+1/k) ~ 1)) = ¢~ lim {k (k (% - ﬁ + o(k—Z)) - 1)} .

—e- lim [k (17i+o(k71)71)} —e- lim {%Jro(l)] :,g

k—o0 k—oo
Tim je tvrzeni dokazano.

Neabsolutni konvergence. Rada konverguje neabsolutné pro z # 0 modulo 27. Abychom to dokazali,
fadu napisme ve tvaru

zk:ccis/lgx .k<(1+;>k_e> :Zk:Cngﬂﬁ -k’<e(1+%)k _e> _

a jesté upravme do tvaru

ke (e(u%)’“—l - 1) -

syt M) eom (i 2) )]

Provedeme sérii ivah.

Rada Y % konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria.

Protoze fada 3 <SEZ konverguje, konverguje také fada 3 <SEZ . ¢ (je to jen pFendsobeni &islem).
vk vk

e —1
T

Funkce je rostouci na R (to si derivovanim dokazte sami).

Posloupnost (1+%)k je rostouci (zndmy fakt), a tudiz posloupnost In(1+ %)k je rostouci, a tudiz posloupnost

T

—1 je rostouci na R (stagilo by okoli nuly) dostavame,

In(1+£)"—1 je rostouci. S vyuzitim toho, ze funkce <

n(1+1/K)F—1

ze také posloupnost { } je rostouci.

In(1+1/k)k -1
n(1+1/K)F —1_ 4

S W k : . ’ P kax
Protoze fada ) % - e konverguje a posloupnost { } je monoténni, fada > % -e-

In(1+1/k)k—1
en(14+1/k)k—1_

W konverguje podle Abelova kritéria.

Potfebujeme dokazat, ze posloupnost {k (k In (1 + %) - 1)} je od jistého ¢lenu pocinaje monoténni. Staci
ukazat, ze funkce f(z) = z(zIn(1+ 1) —1) je monoténni na néjakém okoli nekonecna, coz je totéz, jako ze

funkce g(y) = %(i In(1+y) — 1) je monoténni na néjakém pravém okoli nuly. Tayloruv rozvoj funkce g je

1/1 vy 3 1y ¢ 2 1,1
y(y[y 5 T3 toly) ; 5 T3 To) 5 T3yt

Z toho plyne, ze funkci g lze v nule spojité dodefinovat jako ¢g(0) = —% a takto spojité dodefinovana funkce
g méa v nule derivaci ¢g’(0) = % A protoze ma derivace i vyssich Fadd, je prvni derivace na okoli nuly
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spojita. Prvni derivace funkce g je tedy na néjakém okoli nuly kladna, funkce g je tedy na néjakém okoli
nuly ostfe rostouci, coz bylo dokazati.

(eln(1+1/k)k—171
cos kx

NG YRSV L konverguje a posloupnost {k (kln (1+ £) —1)}
je od jistého ¢lenu pocinaje monoténni, vySetfovana fada konverguje podle Abelova kritéria.

Konecné tedy, protoze fada e

Kli¢ové tvrzeni jsme nepotiebovali, protoze funkce, kterou jsme rozvijeli, méla hned nasledujici ¢len Tay-

. o . es s Y s , . . ” posloupnost”
lorova rozvoje po ¢lenu ,urcujicim jeji chovani“ nenulovy, a tedy hned prvni derivace funkce Furtuiict don®

byla nenulové. Rozmyslete!
> 1 1) cosk

2. in-——|]——, kdea eR.
;(smk k) F ke o

Navod: Mame vysetiit absolutni a neabsolutni konvergenci rady

> o1 1\ cosk
Z(sm%—%> [ a€eR.

k=1

Podle Taylorova rozvoje pro funkci sinus plati
sinz —x = —2°/6 + 2° /5! + o(z?).

Odtud ihned vyplyva, ze

i sinx —x 1
im =—=
z—0 .’L‘3 6 ’
a tedy, podle Heineho véty,
11
sin & — & 1
lim # = — .

Divergence: Pro a < —3 fada diverguje, nebot neni splnéna nutna podminka konvergence; posloupnost
koeficientt fady nekonverguje k nule. To lze nahlédnout, pokud k-ty koeficient pfepiseme do tvaru

11
siny — ¢ cosk

1 ' 3"
=3 ket

o

Potom prvni ¢initel podle pfedchoziho konverguje k —1/6 a limita druhého vyrazu neexistuje.

Absolutni konvergence: Ukazeme, Ze pro a > —2 fada konverguje absolutné. Vime totiz, ze potom fada

k ; . .
X l;:;ial konverguje absolutné, a protoze

s 1 1]cosk| o011
i |sin ¢ — £|“%% ~ m [TRETE| 1
k00 | cos k| k— 00 1 67
©3Ta k3

je tvrzeni dokézano podle limitniho srovnavaciho kritéria.

Z této rovnosti zaroven plyne, ze pro a < —2 fada absolutné nekonverguje, nebot fada ), ‘,:;ﬁﬁ‘ je v

takovém pripadé divergentni.

Neabsolutni konvergence: Zbyva ukazat, ze pro —1 < a < —2 je fada neabsolutné konvergentni. K
tomu potfebujeme ukazat, monotonii funkce

sinz —x
3

na né&jakém pravém okoli nuly. Z toho totiz vyplyvéa, ze posloupnost

1
k

eI

sin
1
3

kol

je monoténni od néjakého clenu pocinaje a potom muzeme pouzit nasledujicich tivah: fada

cos k

k-3+a
k




konverguje podle Dirichletova kritéria, a diky monotonii vyse uvedené posloupnosti tudiz konverguje i
vySettovana fada podle Abelova kritéria.

11

sin ¢ — ¢ cosk

Z 1 3+a
k k3 k

Pro dukaz monotonie pouzijeme kli¢ové tvrzeni. Zopakujme, potfebujeme dokdzat, ze funkce g(z) = %
je monoténni na néjakém pravém okoli nuly. Ale tato funkce mé Tayloruv rozvoj

sinz —2x  x—2%/314+2°/5l+...—z 1 1,
x3 N x3 3! 5!

g(z) =

Odtud vyplyva, ze g lze v nule spojité dodefinovat hodnotou
spocetli) a Ze po tomto dodefinovéni je g’(0) = 0 a ¢g”(0) = &
ryze monoténni na néjakém pravém okoli nuly.

) = —3 = —5 (coz jsme vlastné jiz
0. Podle klicového tvrzeni je funkce g

g(0
+



Kapitola 3

Mocninné rady

I. Polomér konvergence

Fakt I. Pro polomér R konvergence mocninné fady >, ; ax(z — xo)* plati vztah

1
v lim sup /||

k—o0
Fakt II. Méjme mocninnou fadu Y-, a(z — x9)*. Jestlize existuje limita

ag

lim

)
k—oo

ak+1

potom je rovna poloméru konvergence R této mocninné rady.

Uréete polomér konvergence R nésledujicich mocninnych fad v komplexnim oboru (a také konver-
genci piislusné fady v bodech na hrani¢ni kruznici).

o0

xn
L1 ) — hdep €R.

n=1

Navod: Pro kazdé p € R plati
1
(n+1)P

lim =1

n— oo

)

tudiz polomér konvergence je vzdy 1.

Chovani na hrani¢ni kruznici: Pokud p > 1, pak fada konverguje absolutné na hrani¢ni kruznici. Pokud
1 > p > 0, potom na hrani¢ni kruznici, s vyjimkou bodu x = 1, fada konverguje neabsolutné podle

ino

Dirichletova kritéria, nebot x = ', pro vhodné a € (0,27) a fada ) '™ mé omezené ¢asteéné soucty. V

bodé x = 1 rada pro 1 > p > 0 diverguje. Pro p > 0 rada na hrani¢ni kruznici diverguje ve vsech bodech.

— 3"+ (—2)"

1.2. _ ",
> . (z+1)
n=1

Navod: Plati

1 . Qn —2\n /1 —2/3)n 1
E:Hmsup L()':hmsupg‘wzg.,zg_

n—00 n n— 00 Vn 1
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tudiz polomeér konvergence je 1.

Chovéani na hrani¢ni kruznici: Na hrani¢ni kruznici je x = 1+ 3 Le'® kde a € [0, 27), vySetfujeme tedy fadu

n

3"+ (=2)" 1 e o~ 14 (=2/3)" ipa

Pro a = 0 fada diverguje srovnanim s harmonickou fadou. Jinak posledni fadu jesté rozdélime na dvé

Oo].in 0023 ina
=3 e 3 A

Pro a € (0,27) prvni fada vyse konverguje neabsolutné, podle Dirichletova kritéria, nebof 3 e m4
omezené ¢astecné soucty a % \\ 0. Druhé fada konverguje dokonce absolutné, jejich soucet tedy konverguje
neabsolutné (sami rozmyslete, pro¢ absolutné nikoliv).

(n!)?

Ndvod: Je )
(n)
lim —2" = lim (2n+2)@2n+1) =4
n—oo ((n+1)! ) n— oo (n —|— 1)2 ’
@nF2)!

Tudiz polomér konvergence je 4.

Na hrani¢ni kruznici je z = 4e’® pro néjaké o € [0, 27). VySetfujeme tedy radu

o0
2: nzna

Podle Stirlingovy formule je
n!

lim ————— =1.
iy ()" Vamn
Proto 5
o), (BT 2
el T @) e

a tudiz fada musi divergovat, nebot nesplituje nutnou podminku konvergence.

1.4. Za”z ", kde (0 < v < 1).

Navod: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu
1 . n 2 . n
R= limsup {/|a””| = limsupa” =0,

a tedy R = +4o0.

2

o0 1 n
L.5. 1+ — cxm.
n=1
Ndvod: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu

2
1 n 1\" 1\"
— = limsup |(1+—) | = limsup (l—l—f) =e,
R n— o0 n n— oo n

a tedy R = 1. Na hraniéni kruznici je z = Le’®, kde a € [0, 27), vySetiujeme tedy Fadu
%) 2
Z<1+l)n i.eina
n en
n=1
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Plati ale

2
1\" 1 1

m (1+1)7 11

n— 00 n en \/E

tudiz rada diverguje, protoze nesplnuje nutnou podminku konvergence a,, — 0. Limitu lze spocitat napti-
klad takto pomoci Taylorova rozvoje (s vyuzitim spojitosti exponencialni funkce):

12
lim (1—|— l) L = lim exp {1132111 <1+ l) —x} = exp |:lim 2% In <1+1> —x} =
T— 00 x et T—00 x T—00 €T

1 1 _ 1 _ _
:exp[lim z? <;——+o(a: 2)>—m:| :exp|:lim —§+0(1):| = /20 — /2

£—00 212 r— 00

(o)

|

1.6. Z ;:2 -z", kde (a > 1).
n=1

Navod: Plati

7:1’!2 a(n+1)2—n2 a2n+1
R = lim (:+1)! = lim 1 = lim 1 = +4o00.
n—oo D2 n— oo n + n—oo N +
a(n

= [a® b

1.7. Z (7—#;) 2", kdea >0, b> 0.
n=1

Navod: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 a”  b" a 1 b 1
— = limsup {/|— + — | = max{|al, |b|}-limsup {
= limsup 3|74 2 {lal, |bl} nm"\/

‘n max{la]", [b]"} * n? max{]a|", [b]"}

= max{|al, [b[},

podle véty o sevieni, nebot,

a” 1 b 1 _a” 1 b 1 1
n max{|a”],|b"|} = n? max{|a"],[b"|} T n? max{|a”|,|b"|} = n? max{|a™|,|b™|} T

:w‘

nebot v jednom zlomku se maximum ve jmenovateli a ¢itatel zkrati. Naopak

N S R SRS TN
n max{|a”],[b”|} = n? max{|a”],[b"|} T n = n?’
Proto
a™ 1 b 1 1 1
nl = = < n = = 1
\/n max{[a|™, "} 2 max{laln o7} = Vo Tz

. lam 1 br 1 S n 1
—_— — —
n max{la|", [b|*} ~ n® max{la|",[b]"} ~ V n?
Z toho vyplyva, ze
! {a.b} = R=min{l 2
— = max{a, =minqg —, — p.
R a' b
Konvergence na hrani¢ni kruznici:

Pokud b > a, pak fada srovnanim s fadou n—lg konverguje absolutné i na hrani¢ni kruznici.

Pokud a > b, pak fada na hraniéni kruznici v bodech & = e’ konverguje neabsolutné podle Dirichletova

a

kritéria, pokud « € (0,27). Pokud a = 0, pak fada diverguje (nebot jeji prvni ¢ast je harmonicka).

n

S
I.8. Zanxw, kde a > 0, b > 0.
n=1



Ndvod: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

. lim sup '/ B lim su ! pfmax(an, bm) !
R nﬁoop ar +br nﬂoop max(a, b) an +b"  max(a,b)’

R = max(a, b).

a tudiz
Na hrani¢ni kruznici fada diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konvergence:

lim max(a, b)
n—oo @™ 4+ bn

—1#0.

o] "
1.9. Z a_\/ﬂ’ kde a > 0.
n=1

Ndvod: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati

1 1
— =limsup §/ —— = limsupa V""" =a° = 1.
R naoop avn naoop
Tedy
R=1.

Na hrani¢ni kruznici je z = e'“. Pokud a > 1, potom fada na hrani¢ni kruznici konverguje absolutné, coz
ze srovnani

1 2

avn n n— oo
T == 0.
- avmn

n

(Limitu lze spocist napfiklad pouzitim Heineho véty a dvojnasobnym aplikovanim 1'Hopitalova pravidla.)

Pokud 0 < a < 1, potom Fada na hrani¢ni kruznici diverguje, nebot nespliiuje nutnou podminku konver-
gence, a, /> 0.

11022+1 z".

Ndvod: Plati

(2n)!!
. Gn+rD .. 2n+3
R=lm G = Im 505 =
(2n+3)0

Na hrani¢ni kruznici je z = €'®. Vyuzijeme odhadii dokazatelnych indukci

(2n)! 1 (2n)!! L
@nt DI~ 2011 @n+D! S Vantz

Z prvniho odhadu je zfejmé, Ze pro o = 0 fada diverguje srovnanim s fadou Y ﬁ 7 druhého odhadu
vyplyva, Ze pro a € (0,2r) fada konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria, nebot > €™ ma v
tom pripadé omezené ¢astecné soucty (a dokazat monotonii posloupnosti

(27+1!)” neni teZke)

Ndvod: Plati

1o limsup { M = limsup V/[3+4 (—1)*]* = limsup[3 + (—1)"] = 4.

R n—oo n—oo n—oo
Tudiz R = 1. Na hrani¢ni kruznici je z = +e’*. Podivdme-li se pouze na sudé ¢leny, dostaneme fadu
oo 2n oo 21na
2 : 4 2zna _ 2 :
2n 42”
n=1 n=1



kterd pro o = 0 diverguje a pro « € (0,27) konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria.
Pro liché ¢leny dostaneme

22n+1 1 ) B > ei(2n+1)a 1

i(2n+1)a _
Z on o+ 142071 > 5 T1 22t

n=1
ktera konverguje absolutné.

Sec¢tenim ,liché“ a ,sudé ¢asti“ fady dospivame k zavéru, ze pro a = 0 fada na hrani¢ni kruznici diverguje
a pro «a € (0,27) konverguje neabsolutné.

1—|—200s )
I.12. Z — R I

Navod: Plati

1 (14 2cos =)™
E:limsup gzlimsup(l—i—Qcos%):S,

n—oo Inn n—oo

atedy R = % Na konvergenc¢ni kruznici pro x = %ew‘ vysetiujeme radu

1+ 2cos ’m) 1

Z 7eina.

—= Inn 3n
Protoze funkce cos je 27 periodickd, muzeme fadu roztrhnout na osm ¢asti, pro n = 8k, n = 8k + 1,
n = 8k + 2 atd. az n = 8k + 7, kde k probiha prirozena c¢isla. Pokud n neni nasobkem osmi, potom

<1,

1+ 2cos ™™
‘1—1—2005%‘ <3 = ’7

4
3

a tudiz sedm c¢asti fady konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou. Posledni ¢ast konverguje
neabsolutné podle Dirichletova kritéria pro ta « € [0, 27), pro ktera

JFiko T 2w 3w T
1 kazdé k ted e, —
# 1 pro kazdé k € N, eyproa;é04 VA

nebot potom 3 e 39 m4 omezené ¢astecné soudty a 1 /Inn — 0 monoténné. Pro zbylych osm hodnot «
fada diverguje srovnanim s divergentni fadou Y - (Specidlné tedy diverguje pro = = +1, coz odpovidé

a=0aa=m.)
1 e
I.13. —z"
Lz

2
Ndvod: Jedna se o mocninnou fadu jejiz koeficienty jsou povétsinou nulové, s vyjimkou koeficientii u x™
Uvédomte si nyni, 7ze koeficient 5 je koeficient nikoliv u n-tého, ale n 2-tého ¢lenu této fady! Abychom
mohli pouzit vztahy pro vypocet polomeru konvergence, potifebujeme najit vztah pro n-ty koeficient a.,!

Jestlize ale plati

an2 = 5o a koeficienty jsou jinde nulové,
potom
1 2 s o .
an = T pokud n = k“ pro néjaké k prirozené
an, = 0 jinak

Podle Cauchy-Hadamardova vztahu spocteme

1/n
E = limsup V/|a,| = hm (2%) = lim 2*\/5-% —90 _ 1.

n— oo n—oo

Na hraniéni kruznici je x = ¢'®, ukdzeme, ze fada

o0
ino
E an€
n=2



konverguje absolutné pro kazdé a € [0, 27). Je totiz

i 1
mnmao . o
Jane’™ | = lan] < o= < =,

od néjakého clenu pocinaje. Posledni odhad plyne naptiklad z toho, ze Q\M/n2 — 400 (coz lze ukdzat
napiiklad nékolikanasobnym pouzitim ’'Hopitalova pravidla).

II. Derivovani ¢len po ¢lenu. Abelova sumac¢ni metoda

Véta. Méjme mocninnou fadu f(x) =3 o, ar(x — z0)" s polomérem konvergence R > 0. Potom
pro kazdé x takové, Ze |r — x| < R plati, Ze

f(x) = Z ay - k(z — 20)F L.
k=1

Véta tika, ze uvnitt konvergenéniho kruhu lze derivovat fadu ¢len po ¢lenu. Véta plati v redlném
i komplexnim oboru.

Navic plati, Ze derivovand Tada md stejny polomér konvergence, jako pivodni rada.
Analogicky plati véta o integraci ¢len po ¢lenu.
Véta. Méjme mocninnou fadu f(x) =3 o, ar(x — z0)" s polomérem konvergence R > 0. Potom
pro kaZdé x takové, Ze |x — xo| < R plati, Ze funkce F definovand predpisem
k+1

B > (x — x0)
F@) =2 o —

md v bodé z derivaci rovnou F'(z) = f(x).

Véta (Abelova sumaéni metoda). Necht fada Y ;- | ai, konverguje. Necht R je polomér kon-
vergence mocninné fady > po, apz®. Potom plati

oo o0
lim E akmkzg ak.
r—R—

k=1 k=1

Abelovou sumaéni metodou nazyvame metodu, kdy z libovolné fady Y aj udéldme mocninnou
pfidanim 2* o poloméru konvergence R a spoc¢itame limitu

o0
lim E akwk.
r—R—
k=1

Tim lze pfifadit soucet i nékterym divergentnim fadam! Mame ale zaruceno, ze pokud fada ), ax
konverguje, pak jsme ji touto metodou secetli spravné.

Derivovanim ¢len po ¢lenu sec¢téte nasledujici fady (uvnit¥ kruhu konvergence).

3 LES

x
II.1. —+—=—+...
T+ 3 + 5 +

Navod: Oznac¢me

3 5
x x
r)=r+ —+—+...
f@) =a+ T+
Forméalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu

1+a®+a* +...
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coz je geometricka fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem x2. Zarovei je to mocninné fada s koeficienty
stiidaveé 0 a 1, ma tedy polomér konvergence roven jedné. Ptivodni fada ma tedy polomér konvergence také
roven jedné a uvnitt kruhu konvergence plati

1
") =1 2 R ——
fi(z) + o+ + =2
Lze ovérit primym vypoctem, ze
1 t+e) o1
2 1-z) 1—22
tudiz 1
f(:c)*glnlti, |z| < 1.
3 5
T T
II2. 2 — —+ —+...
3 5
Ndvod: Oznacme
f(:r)*w—m—3+£5+
= 3 IR

Forméalnim derivovanim ¢len po ¢lenu dostaneme fadu
2 4
1—a2"4+a2 +...

coz je geometricka fada s prvnim ¢lenem 1 a kvocientem —xz2. Zaroveii je to mocninna fada s koeficienty
stiidave 0 a £1, ma tedy polomér konvergence roven jedné. Puivodni rada mé tedy polomér konvergence
také roven jedné a uvnitf kruhu konvergence plati

1
/ 2 4
fle)y=1—-a"+2" +...= T
Plati, ze
(arctg;r)/ = 1_’_71;2,
tudiz
f(x) = arctg x, |z| < 1.

Pozndmka: Vztah plati pro |z| < 1, k tomu je ale zapotiebi lepst teorie, neZ mdme k dispozici.

Integrovanim ¢len po ¢lenu sectéte néasledujici fady (uvnitt kruhu konvergence).

I1.3. 2 +22% + 323 + ...

Ndavod: Mame secist fadu
oo
k
g kx”.
k=1

Podle ,podilového kritéria* ma polomér konvergence jedna. Plati, ze

oo o0

k k—1
E kx" =x - E kx .
k=1 k=1

Ozna¢me
oo

fl@)=> ka*t=> (k+1)a"
k=1

k=0
Potom na kruhu konvergence plati integrovanim ¢len po ¢lenu, ze

k1 o0
PO S
e 11—z

f(z) = F'(x), kde F(z) :Z(k—i—l)

k=0
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Odtud vyplyva, ze

a odtud

I1.4. = —42% + 923 — 162* + . ..

Ndvod: Rada mé polomér konvergence jedna, jak plyne z ,podilového kritéria“. Mame secist fadu

Z(_l)k+1k2xk i

k=1

(_1)k+1k2xk—1 _

L

e
Il

1

coz, podle véty o integrovani ¢len po ¢lenu, je rovno

— . <i(1)k+1kxk) — . (:p . i(l)k+1kxk1> _

k=1 k=1

a znovu podle véty o integrovani ¢len po ¢lenu a vztahu pro soucet geometrické rady plati

oo N’ N
_ k+1_k o x o
k=1
a nyni zbyva jen spocitat prislusné derivace
R S e A N N S S
a (1+z)? a (1+2)2)

:$.<(1+x)2—2x(1+x)):m. 1—a? _z
(1+2)* 1+t (

(-2
1+x)3’

|z| < 1.

I1.5. 1-22+2-322+3-42% + . ..

Navod: Mame secist fadu
oo
> k(k+1)2"
k=1

Polomér konvergence je jedna, jak plyne z ,podilového kritéria“. Podle véty o integraci ¢len po ¢lenu plati

2(1—35 2(1— 2x—4x + 22°% + 222
(17:10) (1 —x)4 _(1,@3’

Najdéte soucet nasledujicich fad.

2k
k=1
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Navod: Jiz vysSe jsme spocetli, ze

- 2z
k(k+ 1)z —_— 1.
Z + BRCESE |z <
k=1
Dosazenim = = % dostaneme
i k(k + 1) 2.1 ¢
- T a-bp
kk)3
IL7. Z
Ndvod: Namisto (—1)*/3* budeme psat z* a potom dosadime z = —%. Se¢téme tedy fadu
i K*a”.
k=1

Polomér konvergence je roven jedné. Je

o () ) )
)

- (25 - B

Il
8
VS
8
/N
8
/N
=
=]
&
~—
"
N———
Il

Odvodili jsme, zZe

4
st "3

Nyni dosazenim x = f% do levé a pravé strany dostaneme

i (-D*,s_ 3
3k 128"

k=1

Ke séitani fad Abelovou sumad¢ni metodou je obvykle nutné umét integrovat. Pokud to jiz umite,
zkuste touto metodou secist nasledujici fady.

IL.8. i (1"

k=1 k

Ndvod: Rada konvegruje podle Leibnizova kritéria. Podle Abelovy véty je

k‘ r—1—
k=1 k=1

Oznacme

Potom na kruhu konvergence plati




a tedy

flz) = / lcfm =—In(l1+2)+C,

pficemz, protoze f(0) =0, je C' = 0. Odtud vyplyva, ze

o0 k
Z(_l) = lim f(z)=—1In2.

k r—1—
k=1

> 1
IL.9. I —
2 i

Ndvod: Rada je evidentné konvergentni. Lze ji samoziejmé secist elementarné pomoci vztahu

111

E(k+1) k k+1

Snadno tak dostaneme, ze
N
1 1 N—oo
) PN R N CE N
Pt k(k+1) N+1
Nicméné to zkusme Abelovou metodou. Za tim Gc¢elem se¢teme Fadu
o k+1
T
f(@) _k; k(k+1)

Na kruhu konvergence je
k

> xT
Z

fra=yat =

1—=x
k=1

F'(x)

a proto

1
fl(x) = / T2 dx = —In(1 —z) + Ch,
pricemz f'(0) = 0, a tedy C1 = 0. Nyni integraci per partes (s funkcemi v’ =1 a v = In(1 — x)) dostaneme

flz) =2z —2n(l —z)+In(1 — z) + Cq,

opét je ziejmé f(0) = 0, a proto C2 = 0. Nakonec, podle Abelovy véty, plati

i% = lim f(z)=1—1-In(1) +In(1) = L.
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