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Tedy

(cosfcos%---cos %)’

X

Sn=_
x x
COSzCOSz"'CDSZ—"

Totoe vyjadieni jiZ vypada sympatiétéji, ale stejn se nedostaneme ddle, pokud neumime vypoéist soucin
CO8 5 €OS 7 - - - 08 5. Tento soudin pro x # 2"kn miZeme vypolist ndsledujicim zpisobem:

x X X COS 5 COS 7 - -+ COS %7 - 8in 57
cosicos—---cos—=

4 p sin% o
X X X 3 X
_ COs3COs%---COSpsingy
ZSinz"—,,
X X X T X :
COS 5 €OS % - - - COS 5y SN 577 sinx
2%sin 3; 27 sin 5
Dostavame tak
( sin x )’
% gin AL nogin £ OMgin X diny . X
S —_ 27 sin 53 ___2 sin3; cosx 27 sin ; — sinx - cos 3
n = : = : ] 2
sinx sinx (2n sin ir_")
2"sin§‘;
sinx cos 37 — cos x - 2" sin 5; 1 x
= - — = — cotg -— —cotg x.
sinx - 2% sin 2% n 2n

m

Tato formule zFejmé plati pro viechna x, kterd uvaZujeme od samého zacitku, tj. pro x # k7, kde k je
celé. A

t —
Fiklad 4.60. Uréete lim M .
Aa x=>0Xx —8sInx

Reseni. Tuto limitu vypolteme podle 1’'Hospitalova pravidla typu %. MiiZeme &tendfe upozornit, Ze
vefkerd snaha vypo&ist tuto limitu n&kterou z metod pouZivanych v Kapitole 2 bude marnd. Zde je
fx)=tgx —x, lim f(x) = lim(tgx — x) =0,
x—0 x—0

g(x) =x —sinx, lin-(.}g(x) = lin}.}(sinx —-x) =0
Obé funkce zfejm& maji na %,",(0) vlastni derivaci, pfitemZ g'(x) = 1 — cos x # O na Uy, (0). Dile

’ -1 1 — cos®x
PO i 2%~ i -
=20 g'(x) x>0l —cosx  x—>0c¢os?x(l — cosx)
(1 —cosx}(1 + cos x) . lI4+cosx 141
= lim = =
x>0  cosix(1l —cosx) x>0  cosix 12

2.

Tedy

lim B % i I8 i LX) o
x=0x —sinx x>0 g(x) =0 g'(x) -
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Piiklad 4.64. Urdete lim ArCsIN 2x — ~arcsinx .

x0 x3

Reseni. V prvni fad¥ pouzijeme I’'Hospitalovo pravidlo:

i arcsin 2x — 2 arcsin x i (arcsin 2x — 2 arcsin x)’ _
520 x3 =5 (x3y
1 i R I 1
e A 1=x2 .2 Nl —x? =1 —ax?
= lim = lim — - .
x=0 3x2 =03 x2/1 - dx2/1— 2

Je jist¢ moZné ihned opét pouZit I'Hospitalovo pravidlo, ale zejména vzhledem ke sloZitosti jmenovatele
to nelze doporuéit. Dostivame v8ak snadno

21 VIi—x2—-J1—-4x2 2 1T —x2 — /1 —4x2
- = - X
3*“”0 x24/1 — 4x2/1 — x2 3x—>0 x?
. 1 2 s/l—x2 V1 —4x2?
x lim == .
0 T—aoies 3 2

Poslednf limita jiZ podle pohledu vypadd sympaticky (mé&lo by se ndm zdét, Ze jsme podobné limity
jiZ potitali), takZe pravdépodobng bude moZné vypotitat ji elementdrnimi metodami. Zdrovei viak,
pfedstavime-li si derivaci Citatele, vidime, Ze i pouZiti I’'Hospitalova pravidla vypad4 nad&jn&. Vyzkougime
proto obé metody. Je

2 . Al —x—1—4x2

5:%1—% x2 =

21 (\/l—x2 «/1—4}:2)(\/1——x2+~/1—4x2)
— m J—
3 x=0 xZ(\/l_x2+,\/1_4x2)
2. 1 1l —xT—1+4x2

= — lim 1m 5 =
3 x>0 \/1—x2+\/1-—4x2 x—>0 X
21 3x?2 1

=== lim——==-3=1,
373 My =33

Nebo s pomoci 1'Hospitalova pravidla

2. NTZZ—T-4? 2 (V1-22—V1-4x7)

- lim = — lim —

3 x>0 x? 3 x>0 (xz)"
X + 4x
__2_1 e Sicax .
=3 I o =
1 1 4 1
=-=1 =—(-1+4) =1
3«‘1—%( «/l—x2+\/1—4x2) 3( 4

Zde jsou oba vypocty pliblizné stejné dlouhé. (Takova vEc se dé jen stéZi pfedpovédét.) KaZdopadné ndim
vyilo
. arcsin 2x — 2arcsinx
lim =
x=+0 x3

1.
- A
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1
tj. poloZime f(x) = x719, g(x) = e*. Zde oviem

1
N . - . =z
lim f(x) = limx~'% = 400, lime* = +o0.
x—=0 x—=0 x=0

Pokusime se proto pouZit I"'Hospitalovo pravidlo typu “—gg-? Zde vychdzi

f.'(x) _loox-—lOl x—98
.'(x) = 1 =50 1

a ihned vidime, Ze doslo ke zlepSenf. Misto x~'* mame pouze x~%. 'Hospitalovo pravidlo typu 22

musime ov8em celkem pouZit 50-krét. (Snadno je vidét, Ze pFisluiné pfedpoklady jsou pfi kazdém pouZiti
splnény.)

i
- _
P 0o £~ oy
lim —= = lim —— = 50 lim — =
x—0 x x—=0 e;g x—=0 e;g
—99 96
I'H . —08x I'H
= 501lm ———— =50 4911m——3-- =
x—

F50.49...21im

x—=0

1
e (-2)%

1
Q) =50-49...2-1lim — = 50!-0 = 0.
A x=0 s A
[~

Piiklad 4.74. Urdete l1m (Inx - In(1 — x)).

x—1-—

Reseni. Zde opét musime piedev¥im limitovanou funkci napsat ve tvaru podilu. MiZeme tedy postupovat
napf. takto:

In(1 —
lim (nx - In(l - x)) = lim 2= %) 8

x—=1— x—1- L

1

’ — T Inx

= lim -—ll"x1 = lim (xlnx- )=
- 1

x—+1= e x—1 — X
Inx  x
. nx
=— lim xInx - lim =0-1=0
x=1- —=l-x—1

Zde jsme pouZili I'Hospitalovo pravidlo typu “% Lze oviem postupovat i druhym zplsobem:

1 1
lim (Inx-In(1 —x)) = lim n]x 2 im — =
x—=1— x=1— T x—=1- s s e (—1)
1 . m-x) . .. 2Ind —x) -4 (- 1)
= III’P - 111'51 — =1 lll
x=l-x x—=1- — x—rl—

1—x 1,\:)2 ( 1)
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AL In(1 — x) L . (-1
d e U AL S = e B
x—1= - x—=1- _m . (_1)
=2 lim (1-x)=2-0=0.

Pii tomto druhém postupu jsme pouZili 1'Hospitalovo pravidlo typu %.
Poviimnéte si, Ze tento pifklad bylo moZno vypoist bud’ s pouZitim 1’'Hospitalova pravidla typu 2,
nebo s pouZitim 1I'Hospitalova pravidla typu %9. Délka vypodtu je oviem v obou pfipadech riiznd. A

PFi vypoctu limit funket tvaru h(xY*®) s pouzitim nékterého z obou I "Hospitalovych pravidel postu-
pujeme na zaldtku zcela stejné jako pFi vipoctu elementdrnt metodou. NapiFeme

h(x)k(x) — ek(.:)lnh(x)

a potom podcitdme lim (k(x) In h(x)). PFi vipoctu této limity pFirozend smime pouiit I'Hospitalova pra-
X—=a
vidla. Vyjde-li lim (k(x) Inh(x)) = A, potom
x—>a

- k(x) _ A
@ lim h(n)*® = e*.

Priklad 4.75. Urdete lim x*.

x—r 04

Refeni, Je x* = e*'"*, Dile lim xInx = 0 podle PHikiadu 4.71. Tedy
x—0+

lim x* =e’ = 1.
x—0+ A

Pfiklad 4.76. Urlete lim x* 1,

x—=0+

Refeni. Je x*'~! = & ~DI0x 7Zhgvs tedy vypotist lim (x* — 1)Inx. Budeme asi v pokugenf pouit
y yp et

I’'Hospitalovo pravidlo. Podotkngme viak, ¥e nikdy nic mezkazime, napfieme-li mfsto A (x)** vyse
zmingny vyraz e102®) Obyykle se tim situace spi¥e vyjasni ne? zkomplikuje. Vyjde

lim (x* — DInx = lim (&*® = Dinx =
=0+ x— 0

exlnx -1 xlnx _

X ln2x) = lim ———— . lim x In’x =
=0+ xInx x—0+

= 1

m
x=0+\ xInx

- ; Tin): = [ 1 H 2_g2_
_1-x1_1$1+(x Inx) _[xl_l:&(x Inx)]"=0"=0.

Pfipomefime, Ze k vypoétu lim CallidS jsme pouZili v&tu o limité sloZené funkce s tim, Ze vime,
=0+ xlnx
Ze him xInx = 0. (Viz Pfiklad 4.71. Zde je prdvé skryto pouZiti 1"'Hospitalova pravidla.) Déle pak

x—=0+

|
lim x? Inx = 0 op&t podle Piikladu 4.71. Vychdzi tedy

x—04+

. X _
lim x¥ '=e=1.
=0+ A
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1. eviéeni
http://www.mff.cuni.cz/~kuncova/, kytaristka@gmail.com

Teorie

Véta l (l”Hospitalovo pravidlo). Necht @ € RU{—o0}, f, g jsou redlné funkce a existuje
limgz qe g,—g%%. Jestlize navic plat{

(a) limg et fz) = limgyqy g{z) = 0, nebo

(b) limg_yq4 |g(m)[ = 00,

potom
f
lim M= lim f(:v)
e—at g(z)  zoat g'(x)
Priklady
1. Spoctéte limity. Nezapomeiite na Heineho a na fakt, e ne vidy L'Hospital
pomiize.

(a)

tanx — sinx

lim -
2—0 xr—sinz
(b) , .
. arcsin 2x — 2arcsin x
lim
2—0 ﬂ','3

()

lim z*
=0+
(d)
) 1 1
lim — - =
z=0xrsine =z
@
In?(n + 1)
. pentintl)
D Ty
Reseni:
Budeme uvazovat limitu funkce:
. In*z+1) pg o %%-11 . n(z+1) g . 70
lim ——— "= lim ——— = lim —————— "= lim =~ =0.
oo {x — 1)2 oo 2(x — 1) z-reo (m + 1)(3: - 1) o0 2
Z Heineho nyni mame, Ze
In?(n +1) _

lim

n—oo (N — 1)2 0.

Matematicks analyza 2, 2016, Kristyna Kuncova 1
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Na rozdil od pfedchoziho pom&mé dlouhého (i kdyZ elementdrniho) postupu, vede pouZiti I’Hospitalova
pravidla typu % velmi rychle k cili:

im 3tgdx — 12tgx i (3tgdx — 121gx)
x—03sindx — 12sinx x>0 (3sindx — 12sinx)
1 1
i 12
x=03-cosdx -4 —12cosx
. cos?x — cos?dx
= lim =
x—0 cos24xcosx(cos 4x — cos x)
 lim ; (cos x — cos4x)(cos x + cos4x) _
T x>0 cos24xcos?x  x—0 cos 4x — cos x o
= — lim(cosx + cos4x) = —2.
x—0

Je oviem tieba se také podivat, zda jsou splnény pfedpoklady 1'Hospitalova pravidla. Zde je
f(x)=3tgdx — 12tgx, g(x) = 3sindx — 12sin x.

V3e je snad jasné, jen se podivime, zda na néjakém redukovaném okolf bodu 0 je g'(x) # 0. Mame

5 3
g (x) = 12¢cos4x — 12cos x = —24sin % sin -% .
QOdtud ihned vidime, Ze g'(x) # 0 napf. na %ﬂ*js(O). A
xcotgx — 1

Piiklad 4.62. Urcete lim
x—0 x2

Resent. Opémé pouzijeme I"Hospitalovo pravidlo. Predpoklady jsou o&ividné spinény, ptirozen a% na
pfedpoklad existence limity podilu derivaci, kterou budeme nyni po€itat. Dostaneme

X
. xcotgx—1  (xcotgx—1) cotgx — =5
lim ——— = lim ————— = lim ———— 2% —
x—0 x2 x=0 (.x2)" x—=0 2x
cosx X :
i B E Ly, srcoss—x
x>0 2x 2x0  xsinZx

K vypotiu posledni limity op&t miZeme pouZit I’'Hospitalovo pravidlo. NeZ ho ale pouZijeme, poviim-
néme si, Ze (xsin’x)’ = sin’x+2x sinx cos x = sinx(sinx+2x cosx) # Ona ”2/;/2(0). Ziejmésinx # 0
na %,»(0). Ddle sinx + 2x cosx < O na 02[:}72(0) asinx +2xcosx > 0Ona %:/*2(0). Pak

sinxcosx —x 1,  cos’x —sin®x —1 1. cos2x — 1

1
- lim ~——————— = —~ lim = —lim — - .
2 x50 xsinZx 2 x—0sin?x + 2xsinxcosx 2 x—0sin?x + 2x SinXx Cos x

Na posledni limitu je moZno opét aplikovat I'Hospitalovo pravidlo, vznikd viak otdzka (uZ jsme ho
aplikovali stejn& dvakrdt), zda je to d&elné. Trochu vnimavy podtdf by mél poznat, Ze posledni limitu lze
vypodist pomérné jednoduse bez pouZiti I'Hospitalova pravidla. Je

—cos 2x

cos 2x — 1 _ —imet 2 ~L.2 1

= lim — - = lim —— - == = —=,

2 x=0sin’x + 2x sinx cosx x>0 (8n)° posnxpogy 1 +2-1-1 3
X X p—
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g%pouiin’ I"Hospitalova pravidla viak nenf nutné, poéitdme-li na zagitku trochu Sikovnéji:

. xcotgx—1  x.-9BL_ . XCOSX —sinx
lim =2~ — [ig Sy 2ESE —SNY
x=0 X x—=0 x2 x—=0 x2sinx

Nyni pouZijeme 1"Hospitalovo prav1d10 Bereme zde f(x) = xcosx — sinx, g(x) = x?sinx. Snadno
vidime, Ze g'(x) = 2xsinx + x?cosx = x(2sinx + xcosx) # O na %* »2(0). Na TI/2(0) je totiZ
2sinx +xcosx < Oana %" /2(0) je2sinx +xcosx > 0. Vyjde

A}

. XcCosx —sinx . {xcosx —sinx)’
lim - = lim - =
a0 x2sinx a0 (xZsinx)
. Cosx —xsinx —cosx ) xsinx
= lim - = — lim - =
x>0 2xsinx + x2cosx x=+0 2x sinx + x2cos x
sin x sinx
x=02s8inx + xcosx x0 2825 + cos x
1 1
To2-14+1° 37
Zde vidime, Ze je dobré uvaZlivd ponZivat I'Hospitalovo pravidlo. Bezmyslenkovité pouZivani tohoto
pravidia miZe ¢asto vypolet spite zkomplikovat ne? zjednodugit. A
x@4+1) -2 -1

Priklad 4.63. Uréete lim
x=»0 x3

Regent. PoloZime fx)y=x@ +1)—2(e* — 1), g(x) = x>, Thned vidime, Ze
: x _ X __ = : 3 =
}%(x(e + 1) -2 -1) =0, ll_l;%x 0

asnadno je vidét, Ze i ostatni pfedpoklady 1"Hospitalova pravidla (kromé existence limity podilu derivaci)
jsou splnény. Dostdvdme

X+ -2 =) _ (x(e* + 1) = 2¢* — 1)) _

lim
x=0 x3 x—+0 (x3y
. et 4+ 14 xet = 2ef 1., 14zxe* —e*
= Hm = - lim ———.
X0 3x2 3 x>0 x?

Na vypoéet posledni limity opét pouZijeme 1I'Hospitalovo pravidlo. Tentokrdt j je fx)=1+xe* —¢*
glxy =2x1e

lim(1 4 xe* —e*) =0, limx? =0

=0 x—=0
a i ostatni pfedpoklady jsou splnEény — kromé existence limity podilu derivaci, ale tu budeme ihned
poditat. Dostaneme
(1+ xe* —e*y Lo txe*—ef 1

l. = ] = - ].m = —,
xl—l;r}) (x2)" xl—rﬂ) 2x 2 xl—bﬂe 2

Tedy
I x@+1)y-2("=-1) 1 1 1
x>0 x3 32 6°
V tomto piikladg jsme museli I’ Hospitalovo pravidlo pouZit dvakrét, Vicendsobné pouZiti I’Hospitalova

pravidla je pomé&rné Eastym jevem. A




Nyni ze dvou policajtii nebo z véty o omezené a mizejici méme i, 7e

_ In®(n +1)
— n_ N s =
nllm (—1) (=172 0.

(f)

lim arcsi 2+ 3z -4
im n ——mm—————
r—1 ) P |
(g) _
L —arccos
fim 22—~

r—0 @

zeotg x — 1
0 .'172

. z
lim ———
2—00 /2 + 1
)
lim Inz - In(1 — z)
2—1—

1
@) Pouzijte 'Hospitala pro 1/n =z — 0+
¢ k. —

lim -
n—roo Pl sin E

By

1
n
1

Resenf: Budeme prve potitat limitu funkce, pomoci L’Hospitalova pravidla

typu ”0/0”'
C tanz—z g .. —= —1 . 1—cos?z
lim ————— =" lim £2£% = ]im 3 =
=0 —sinz  2-01—cosz -0 cos?z(l —cosx)
o 14cosx 1+1
lim 5 =—5 =2
=0 cosizx 1

Nyni pouZijeme Heineho, z, = %, Zn je v definiénim oboru funkee

tanyr — x
r—sinz’
. 1_
Zn, B, lim & = 0.
Odtud .
. tan: — =
tim +—%—2 =2
n_’ooE—SIHH

Matematickd analyza 2, 2016, Kristyna Kuncova 2



@(l) Schovejte si kosinus a pak pouZijte k-krét 1'Hospitala,
nk

lim cos(nm)—,
R—00 edn

keN ax>0.

Reseni: Nebof cos(nr) = (—1)", musime limitu nejprve roztthnout. Budeme
potitat jen
- nF
lim —.
7 n—oo "
Pievedeme na funkei. Pak pouzijeme 1'Hospitala typu "néco/oo”. Pouzijeme

jej k-krat. Opakovang nutno ovéfit podminky 1'Hospitala (vychdzi pofad

stejné).

o pw o kbl pao o k(k— 1)zh? LH . k(e=1)---2z g
lim — = lim = lim ——~—=..."= lim ——ap—r—r-— =
z00 0% z—00 et® =00 aled?® o0 gh—leer

k! k!
lim —=—-0=0.

z—ro0 gket® gk
7 Heineho pak i limita
nk
lim — =0
n—oc ¢d

Po pfidan{ kosinu ziskdme ze dvou policajtu vysledek

nk
li — =0.
Jim cos(nm) o

m 1 1
20 @ In(1+ z)

) 1 T T
zl—1>%1+ s (\/E arctan - vbarctan \/;) ,

a,b>0
2. Rozhodnéte, zda je funkce f(r) = &";ﬁ—fﬁﬁ, f(m) = —%, spojité.

3. Najdéte asymptoty funkce In(z? + *+2)

Matematickd analyza 2, 2016, Kristyna Kuncova 3
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An
1
Tiklad 4.65. Uréete lim T(J_arctg ——fmctg‘/;),a>0,b>0.

x—=0+ x

Resent. PouZijeme 1"Hospitalovo pravidlo. Nemél by nés splést trochu neobvykly zpiisob zdpisu. Vyraz
x+/x samozfejmé napfSeme ve tvaru x3/2, protoZe tento je vhodn&jif pro derivovéni. Vyjde

. 1 X X
xglg+m(ﬁarctg‘/——\/Earctg‘/—)=
= lim t
xﬁm(ﬁﬂy(vrm”gv J_”“ng)
1 1 l ja 1 1 1 /b 1
=1 [ . R LT PR S
xlr(r)l+%x1/2(\/a 1+2 2Vx a Vb 1+3 2Vx b)

L _L.(;.L_L.L)z
Bam0b fx \M+E x 142 x
1.1 I4%-1-%

T3 Utk N5

1 1

L _‘x—z_x_:l(l_l)g—b,

3 o0+ (1+;)(1+3) 3N a 3ab

L’Hospitalovo pravidlo zde bylo pouZito pouze jednou. A

Nyni pro jednoduchost zavedeme ndsledujici oznadeni: Znacka I’'H nad znamenim rovnosti bude
znamenat, Ze se pouZivd I’ Hospitalova pravidla.

a* — asinx
Priklad 4.66. Uréete lim ———— , a > 0.
x—=0 x3
Releni. Vyjde
L df—a"™ oy a*lna—a™Ing-cosx
lim —— = lim =
x—+0 x3 x—0 3x2
Ina i a* — a"¥ cog x 'H
= — lim
3 x=0 x2
ve lIna r a*Ina — a®* Ing - cos?x + a*"* sin x
- 3 x>0 2x -
Ina g & a0 cos?x L NLE.
= im — lim ¢ — =
x—0 X 6 =0 X
lng In*a i a* — a¥inFeosly H
= — im
6 6 =0 x
ru In + In%a . a*Ina — a™* Ina - cos’x + a¥"*2 cos x sinx
= e— 1mm =
6 6 1=0 1
Ina Ina Ina
= 5 +--6—(lna —Ina+0)=—

Jsou oviem moZné alespoii dv& modifikace uvedeného postupu. Napt. posledni pouziti I'Hospitalova
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4.2 Piklady. 181

Zde jsme pouZili vysledkd Piikladd 2.54, 2.57, 2.117 a 2.118. (Takové jednoduché limity stoji za to si
zapamatovat. Jak vidno, miZe ndm to dosti pomoci pfi vypoctech.) A
argsinh(sinh x)} — argsinh(sin x)

Piiklad 4.70. Urlete lim - -
a—0 sinhx — sinx -

Reseni. Zde je dobré si poviimnout, Ze argsinh(sinhx) = x, nebot se ndm tim zjednodu¥i po&itini
pfi pouZiti I"'Hospitalova pravidla. Samoziejmé, kdybychom derivovali argsinh(sinh x) jakoZto sloZenou
funkei, musi ndm opét vyjit 1:

1
(argsinh(sinh x))' = =—— . coshx =

1
Vsinh%x + 1 coshx

Je to oviem potitini zcela zbytetné. Dostaneme

-coshx = 1.

. argsinh(sinh x) — argsinh(sin x) . x — argsinh(sinx) yy
lim = lim =

x—0 sinhx — sinx x=~0  sinhx —sinx
11— L $COS X -
PR +/sintx+1 — im Vsin?x + 1 —cosx _
x=0  coshx — cosx x=0 4/sin?x + 1 (coshx — cos x)

. 1 A/sin2x + 1 —cos x
= lim ———=— . lim =
=0 /sinfx +1 x>0 coshx —cosx

sin®x + 1 — cos?x

=1-1lim =
*=0 (/sinx + 1 + cosx )(cosh x — cos x)
_ 1 - 2sin’x B
- xl_r,% Asin?x + 1 + cos x ‘x—0coshx —cosx
1 ] sin®x : (%)2
=—-2.lim = lim ——*—— =
2 x>0 (coshx — 1) + (1 —cosx)  x—0 22l | loogex
li sinx }2
~ (lim =2) _r
- P_KRJ cos:x-—l +ll_r£) l—iosx % _{_% i
PouZili jsme opét vysledkid Priktadi 2.54 a 2.117. A
/
Ptiklad 4.71. Urlete lim x‘Inx, ¢ > 0. Youaw cw pP-
l X~ 04 L“

Reseni. V tomto piiklad je nutné nejprve limitovanou funkei upravit tak, aby méla tvar podilu. Mame
dv& moZnosti:

1 1

T

X Inx
nx X_F
Spotitdme-h v prvnim piipadé podil derivaci, dostdvdme

(xs)f _ Exs—]

Ly — 132 1°
) e
Vidime, Ze méné pfijemny vyraz Inx nam i po zderivovéni zistdvd. Bude proto asi lep3i pouZit druhon
mozZnost (v podobnych situacich je diileZité umét si vybrat!). PoloZime tedy

1
fx)=Inx, glx) = prs
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2 fovmeo ¢ w{ .

a vidime ihned, Ze

1
1' = | - 1 = |i —_ = N
x—1>[(r)1+f(x) x1—1>l})1+ In x 00 x]_lf(l;l_'_g(X) xl—l>r(§1+ x€ too
Nelze tedy zjevn& pouiit 1'Hospitalovo pravidlo typu %, ale patmé bude moZné pouZit 1'Hospitalovo
pravidlo typu 222 Funkce f(x), g(x) maji dokonce na libovolném %, (0) vlastni derivace, pFidemz

g'(x) = —e—ky 5 0 na %;"™ (0). Zbyvé pouze zjistit, zda existuje lim L&
x—0+ & (x)

-

’
X) . )
im S = lim — =—— lim x¥=0.
=0+ gf(x) x—=0+ —g—rx8+ £ x—0+

Tedy podle I'Hospitalova pravidla typu 22 existuje té2 lim L2 a plati
x>0+ glx)

o0

fim 2 lnx = im 2% — im L% L,
x—0+ x=0+ g(x) =0+ g'(x) A

n

Piiklad 4.72. Urlete lim ~—, a > 0,n € N.

x—+4o00 @fx
Reseni, Jetovelice Jednoduchy pfiklad na pouZit{ 'Hospitalova pravidla typu “%". JenZe pravidlo je tfeba
pouZit n-krit. Pfi kazdém pouZiti je tfeba ovéfit, zda jsou splnény ptedpoklady 1’Hospitalova pravidla
typu 2 _ale to je zde natésti zcela ztejmé,

X" em . onx" Vg o on(n—Dx"2 gy
lim = = = lim ———— =
x—-4oo @ik x—4o0 gedx =400 aletx
'H I'H nn—1)y---2.x g _ n!
=...= 1 = lim =
X oe0O ah—leax x—+oo ghedx
n! 1 n!
=—-lim —=—-0=0
a® x—+too gt an A
_1
2
[3]
Priklad 4.73. Urdete lim —— .
x—+{ xlOO

_1
Reseni. Zde se jedna o pongkud zdludny pHklad. PoloZme f(x) = e ', g(x) = x'%. Snadno vidime,
Ze
_1
lim f(x) = lime © =0, limg(k) = limx'® =0,
x—{ x—=0 =0 x>0

takZe se rozhodneme pouZit I'Hospitalovo pravidlo typu %. Potitdme-li viak podil derivaci, dostivime

—- _ 1
Flo e 2k 1 ¥

g(x)  100.x%¥ 50 x02°

Situace se ndm po zderivovini je¥t& zhorila! Misto x'% médme nyni ve jmenovateli x'%%. Tento postup
tedy nevypada viibec perspektivné. Na§t€sti ale mame je§t& jinou moZnost. Napifeme

1
T2 x—lOO

4]

100 e;lf '
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Priklad 4.77. Urgete lim (x* — 1).

x>0+
Kedeni, Je

lim (x* —1) = lim (e* " - 1),

x—0+ x—=0+
lim x*Inx = lim x*- lim Inx =1 (—00) = =00
x—0+ x—0+4 x—0+

s pouZitfm Piikladu 4.75. Tedy

lim (e —1) = lim "™ —1=0-1=—1,
x>0 x—=04 A

fiklad 4.78. Urdete lim (cotg x)sin*,
Fm. x—+0+

ReSeni. Je
lim (sinx -Incotgx) = lim sinx - {Incosx — Insinx) =
x—=>0+ x>0+
= lim (sinx -Incosx) — lim (sinx - Insinx) =
x—=0+ x-+04+

=sin0 -IncosQ —0 =0.

K vypottu posledni limity jsme pouZili Piiklad 4.71 (s & = 1) a v&tu o limit¥ sloZené funkce. Vychizi
nam

@ Jim (cotg )™ =¥ =1. A
X

Priklad 4.79. Urdete lim (ln _1-) ,
x->04 X

Redent, Je

x
1
lim (ln —)x =e’=1.
SS x>0+ x A
X\

Piiklad 4.80, Urtete lim (tg T 1)

x—=>+400

Refeni. Je

) 1 X . Intg sy v
xl}[-ll-]oo (; Intg 2x + ]) - xllr-il}oo___x_" -
PH o 1 1 n(2x +1) — 2nx) _
s\t 51 cos? (2x + 1)? B
n 1

= lim - =2n lim -
x>+00 (2x + 1)? sin 525 cos 555, x=+00 (2x + 1)2sin 22X



186 Derivace funkce a jeji uziti

1
=21 lim =
e x>+ (2x + 1)2 sin(ZZ= — 7
2mx _ o
= —2n lim ( : 2x;.-:]u: " Y 2nx 2) =
>rolsin(FE — ) (25 - m)@2x+ 1)
2nx
- 1
=27 lim —= . fim
xX—+00 Sm(ziﬂ _ 'It) x—>+00 (—2“" 2nx “)(Zx + 1)2
1
=-2rn-1- lim ———— =-271-0=0,

oo —m(2x + 1)

L

lim (t T )"— 01
x—=+oo g2x+1 =e =1

*—~xlna

1
Piiklad 4.81. Uréete llm( );z ,a>0b>0.

Y —xInb
Resent, Je

1 a®* —xIna
im —-In—m =
—=0x2 T B —xInbd

:lim(ln[lﬂﬁiﬂﬂﬁ—l)] (a ~xIna ~1). 1)

a’—xlna_l b —xInd 2

x—=0

x
b —xInb
a* —xlna 1 at—xhha-»50+xnb 1
Pt (b’f—xlnb X2 13%( b* —xInb x2)
a' —b" —x(lna —Inb)
—]l 1 =
x—>0bx—xlnb x—0 x2
.oat —bx—x(lna--lnb)m alna—bInk—Ina+Ink
= lim Lim =
x—0 x2 =0 2x
Ina, a* -1 Inb -1
= - lim — — lim =
2 =0 x 2 x—rO X
1 Ink
_% la——%— lnb_—(lna Inb),

Zde jsme pouZili vysledku Piikladu 2.87. L'Hospitalovo pravidlo jsme mohli pouZit jiZ na samém za&dtku
vypottu. Derivovéni by oviem bylo daleko sloZit&jsi. (Ctené si to konedn& miiZe sim vyzkouset.) Obecn

1ze fici, Ze se vétSinou vyplati pouZivat I'Hospitalovo pravidlo aZ tam, kde je to nezbytn& nutné. Nakonec
ndm vychazi

lim

x—0

(a* — xlna);lz __$(na—n?h)
b* —xInb/) '

1
Piiklad 4.82. Urdete lim ( ! )
x—=0\x ef —1

Refent. Zde se pouze nesmime zaleknout tvaru limitované funkce. Pfevedenim na spoletného jmenova-
tele z ni udéldme potiebny podil.

. 1 1 et —1—x
llm(—— )=hm—
—0\x e —1 =0 x(e* — 1)
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Nyni je jiZ moZné aplikovat I"'Hospitalovo pravidlo typu g. Nisledujicfm obratem si vEak limitu miZeme
jesté zjednodusit. Vyjde

e —1—x ) x et —1—x
hm———-—-—:hm( . ):
x—=0 x(ex_l) x=0\eX — ] x2

et —1l—xpy.. e —1 1. e -1 1

1
= lim —— = lim = = lim = - -,
x—=0 x2 =0 2x 2x20 x 2 2 A

(Y2

Priklad 4.83. Urdete lim (cotg X — l).
x—0 X

Reseni. Zdej je pouze nutné napsat cotg x = 22, Jinak postupujeme stejné jako v pfedchozim priklad:

. 1 . scosx 1
Hm (cotgx — =) =lim(— — —) =
x—0 X x=0\8InXx X
XCOSX — Sinx . X Xxcosx —sinx
= lim ——m—— = lim{ — . =
x—=0 xsinx x—0\gin x x?
i X xXcosx —sinx . XCOSXx —Sinx yry
= hm_—- lim ——— — llm—;——:
x=08inx x—0 x2 =0 x
I'H cosx —xsinxy —cosx 1. . 1
= lim =—=limsinx = —=-0=0.
x—0 2x 2 x—0 2 A

Piiklad 4.84. Uréete hm (\/x3+x2+x+1—\/x2+x+1-

In(e* + x))
x— 400 X )
Refeni. Tento pfiklad zafazujeme hlavn& proto, 7e vypadd velmi sloZité. Obecn& ale neni pravda, Ze
nejsloZit€ji vypadajici piiklady ndm daji nejvice préce. Lze oviem oCekdvat, Ze jejich vypolet bude delii.
Ctendf necht'si v§imd, jakymi obraty si postupn€ budeme zjednoduSovat situaci.

1 X
lim (\/x3+x2+x+1-\/x2+x+l-w)=

X—r 00
X
= lim [(\B./x3+x2+x+1—x)+(x_ /—'“——x2+x+1.ln(ex+x))]=

X v e 0
In(e* +x
= lim (\/x3+x2+x+1—x)+ 11m (x—«/x2+x+1-¥).
A—r 00 ] x

Prvni limitu miZeme vypodist zcela elementdmim zplisobem.

lim (\/x3+x2+x+1—x)

x—+c0
. PHxlrx+1-23
= lim =
oro (T F 1) + (T I x+ D) +x2

1+14 %
= lim =

Jc_"-'-clo(\/l+ +—2+—’r) +\/1+ tatatl

1
3
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coZ oviem nevypadd pfili§ perspektivng. Lepsi bude limitovanou funkei nejprve upravit.

i L1nQ1
I+ x)—e et r|H_x)—e
lim ———— = lim — =
x>0 X x—=0 X
e(xlln(l-i-x)—l) _1
=elim =
x—0 X

L in{l4x)—
e(x1(1+) 1)_1 i J{-ln(l+x)—~1_

=elim 1 lim
=0 zln(l +x)—1 =x-0 X
. In(l+x)—xrn
=elim ——— =
x—=0 x2
1
1—-1-
e tim 132 =Elim___{=
x—=0 2 x-0 x{1 4+ x)
¢ lim ! ©
=—=1 = ——,
2x-014+x 2 A
X __ ox
Piiklad 4.87. Urgete lim M a>0.
x—=0 x
Reseni. Je
i gxin(@+x) _ axlna 'H
x=0 x2 -
1-'___1:1 . exln(a-i—x)(ln(a +JC) + Ei_x) _ exlna .Ina _
x—=0 2x
In{a+x) | _x In{a+x) _ el
zllimexnﬂx a-!x-x_l_exﬂﬂxln(a_*_x) Iﬂﬂlna=
2X"*0 x
— 1 lim [exln(a+x) . L] + l lim e* In{e+x) ln(a + x) _ exlna Ina _
2 x>0 a-+x 2 x=0 X
1 1 1
= 5 + E lin})[—((eﬂ"(ﬂ'ﬂ In(a + x) — eXin(@+x) lna) + (ex In(@+x) |y g — g*Ina lna))] —
x=0Lx
1 Infa+x)—Ina 1 grinla+x) _ grlna
= — + = lim "™+ . lim (@ +z) —Ina - lim =
2a 2 x>0 x—0 X 2 x—0 x
1 1 In(1+2) Ina o (in(a+x)—lna) _
=—4+—1-lm—2a" + - . 1 xlna o -
2a + 2 xl—I}%} X + 2 x]—IR)e xl—rﬂ) x
_ L L i lim In(1 4 %) ]n_a 1. lim ex(na+x)—Ina) _ | L x(In{a + x) —Ina) _
20 2ax>0 7 2 s=0 x(In(a + x) — Ina) x—0 x
1 1 Ina

1
- — 1+22 . y.0=2,
CD it it a A
1
(1+x)°

1
Piiklad 4.88. Urete lim (—) ¥
x—0 e

Reseni. Nejprve upravime limitovanou funkci. Je

Lin(l4+x)

(1+x)% 3 e X Lin(l4x—14 1 %(%ln(l+x)—l)
(lty o (€ - ey
e

=
€
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Sol

Tedy
. 1 ln(l +X) — X I'H
tim (o) 1) = iy TR
' -1 1 I—1—-x 1 1 1
I'H ., 14x . .
= lim e = — _— =1 =——.
=0 2x 2 x(l4x) | 2sm1t+x 2
Odtud

lim (M) e

x—=0 e

-
>

V dalsim ukdZeme, jak lze k vypoltu limit pouZit Peanovy véty.

osx —e *

Piiklad 4.89. Urdete lim —
x—=0 x4

Resent. Podle Peanovy vty miizeme psit

2 4 ,
¥z / . Rs(x)
cosx_1—5+4' + Rs(x),  kde lim g =0,
2 RH’
& =1+= +--—+R(x) kde lim 3(x)zo,
11 x=0 X
NapiSeme-li v posledni rovnosti —% misto x, dostdvame
z 2 4 )
r_q_*r * af A
=l-7t% +R3( 2)‘
Dile pak
RI(—%2 1 R! _x2 1 R
ﬁm#=—lim 3(222)=—im 3(2)7)=0
=0 X 4 x—0 (_%) 4y>0 y

s pouZitim vBty o limit& sloZené funkce. Nyni mdme jiZ v&e pfipraveno k vypoftu dané limity. Vyjde

2

. cCosx —¢e 7
lim B
x=0 X
12 x“' ’ x2 x4 n x2
i Lo EtE A R@ 145 - F - Ri(-F)
- x—0 x4
x4 14 I 12
R] Ri(—%
i L gy B0 RICF)
x—0 .x4 =0 x4 x—+{0 x4
1 1 1
—_—— — 00 = w—o
(4! 3) + 12°

Pfitom jsme pouZili vy$e odvozené vlastnosti zbytkd. Upozorfiujeme, Ze ¢irky u pismen R zde ani
v dal&im nezna&f derivaci. A



Bonus

4. Zkuste zlhospitalit zn&mé limity:

(a)

(b)

(©)

(d)

() a>0,8>0:

{fy neN

(g)

(b)

(i)

5. Spoctéte limity
(a)

(b)

()

In®
lim e =0
r—+0o0 wﬁ

lim z"lnz =0
z—0+

. arcsin z
Hm =1
—0 T

. arctan x
lim — =1
z—0 x
. Aarccos x
lim =2

z=21— /1 - o

Li t sinz
gy (oot 2

1. ¢ mEr %
e \ B2 1 1

) 1
Hm cotg z — =
r—0 x

Matematickd analyza 2, 2016, Kristyna Kuncova



n—oc N
c> 1.
Redeni: Pfevedeme na funkei:
. oE ] e;v:lnc:) L'H .. Zline
lim — = lim = lim =00
T-—00 T r—oo T—00

Z Heineho plyne, zZe i pavodnf limita

CTL

lim — = 0.
n—00 11

f) .
32_ lim {lnn)=
n—ro
Regent:
Budeme poéitat limitu funkce:

Bm e{m In(in %))
r—0+

Tedy musime spoéist

"_jH
8 ==

al

1
1 _ .
ln(ln E) L'H fim ( P) — lim 1 . VOAL
o0+ L 704+ — 517 #—=04+ In -%

0-0

1
lim zln(ln=)= lim
z—0+ x

81

Nyni pouzijeme Heineho, verze zprava: z, =

zp 2 0, limn—roo% = 0,
definiéni obor je také ok. Tedy

1
n?
lim (Inn)s = e = 1.
N—FOC

(8)

Resent:
Budeme fedit limitu funkce

B €T
. cos %
lim A

Matematicka analyza 2, 2016, Kristyna Kuncové 5




Prve pfepieme na exponencielu:

3

. cos =
lim exp z%In (—fg )

T—r00 COS E

Tedy tefime:

3
, cos & ) 3 3
lim 2% 1n ( ‘;) = lim 2?In(cos =) — 2% In(cos =)

Podivejme se na limitu

lim 22In(cos °) = lim 42 - 0C088/2)
Lo OO0 x =00 005(3/3:) -1

In(cos 3/z)
z—o0 c0o8(3/x) — 1

- (cos(3/z) — 1) voaL
-xlirr;o(cos(B/m) —1)-2?

Rozebereme to na kousky s VOLSF: limg e 3/2 = 0, limyoocosy = 1,
dohromady (spojitost cosinu) mame

lim cos3/z=1.
IT—00
VOLSF podruhé: limy oo cos3/z =1, limy — 1;—“_% =1, cos3/z se vyhyba
své limité (P2), dohromady
Incosd/z )
z—oo cos3/x —1

Nyni druh4 limita:

(cos(3/x) —1) - 2% = lim _g(l_cosﬂ __S

lim
H
T—00 -2 2

neb z VOLSF: limy.s00 3/ = 0, limy_,0 1=%%¢ = £, dohromady

lim 1—cos3/x
£—roo 9/:1',‘2

=1/2.

Tedy vydlo, ze
lim 22 In(cos3/z) = —9/2.

o0
Analogicky
. 2 _
Jim = In{cos5/x) = —25/2.

Dohromady: 16/2. Vratme se k exponencisle: expy je spojité v bodé 8, tedy
z VOLSF méme ,
S =
lim expz?ln (co_g) = éb,
z—00 cos o

Matematicka analyza 2, 2016, Kristyna Kuncova 6
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Z Heineho pak plyne, Ze i
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